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Prefata

Aceasta carte, strucurata pe 12 capitole, cuprinde anumite chestiuni de algebra, care,
desi nu se aprofundeaza suficient de mult in cadrul anilor de licentd de la facultatile de
matematica (si nu numai !), sunt totusi foarte importante pentru ceea ce numim de obicei
cultura matematicd a unui matematician; de aici si denumirea de Complemente de
algebra!.

Punctul de start (ca idee!) pentru elaborarea acestei monografii este lucrarea [5]
scrisd de D. Busneag in colaborare cu 1. V. Maftei (in perioada cand primul era profesor de
matematica la Colegiul national “Carol I” din Craiova). La elaborarea acestei carti s-au
folosit si anumite parti din lucrarile [7-15] publicate de autori la Editura Universitaria a
Universitatii din Craiova.

De asemenea, lucrarea contine si rezultate preluate intr-un nou context din lucrari de
referintd ale literaturii matematice (vezi Bibliografia); cdnd anumite rezultate sau
demonstratii au fost luate ad literam din alte lucrari am mentionat in mod expres lucrul
acesta.

Cititorului nu-i sunt necesare cunostinte vaste de matematicd pentru a studia aceasta
lucrare ; lui trebuie sa-i fie totusi familiare notiunile si notatiile de baza din matematica.

Capitolele 1-5 sunt dedicate prezentarii principalelor multimi de numere (naturale,
intregi, rationale, reale si complexe) impreund cu principalele operatii algebrice ce se
definesc pe ele si care sunt foarte des intélnite in orice ramura a matematicii. De asemenea,
se fac referiri legate de relatiile naturale de ordine de pe aceste multimi.

in Capitolul 6 se prezinti cateva principii de rezolvare a problemelor de matematica
foarte des intalnite. Este vorba de principiul lui Dirichlet (sau al cutiei), cel al inductiei
matematice precum si cel al includerii si excluderii.

Capitolul 7 contine chestiuni legate de anumite clase de functii : injective, surjective,
bijective, pare, impare, periodice, convexe si concave.

Capitolul 8 este dedicat studiului unor inegalitati de baza foarte des intilnite in
matematica (atdt formele discrete, iar pentru unele chiar si formele continue si integrale).

Capitolul 9 contine anumite rezultate de bazi din teoria grupurilor finite. In finalul
capitolului se prezintd un tabel de caracterizare a grupurilor finite cu cel mult 15 elemente.

Capitolul 10 contine complemente de algebra liniara (determinanti, matrice, vectori

si valori proprii, etc).



Aceasta lucrare se adreseaza in primul rand studentilor de la facultatile de matematica
si informatica, ea putdnd fi insa utilizata si de profesorii de matematica din Invatamantul
preuniversitar atit in cadrul procesului de perfectionare cat si ca teme pentru cercurile si
concursurile de matematicd ale elevilor.

Ultimele doud capitole ale lucrdrii contin exercitii legate de teoria prezentatd in
primele 10 capitole (Capitolul 11 contine enunturile iar Capitolul 12 solutiile complete ale
acestora). Majoritatea exercitiilor selectionate au facut obiectul problemelor propuse la
traditionalele concursuri de matematica ale elevilor (OM - Olimpiada nationald de
matematica sau OIM - Olimpiada internationald de matematicd). Este un motiv in plus de a
considera cd aceastd lucrare este foarte utild i elevilor din ciclul liceal in pregétirea
concursurilor scolare care sunt din ce in ce mai dificile, solicitind nu numai dexteritate In
rezolvarea problemelor ci §i o solida culturd matematica !

O mare parte din notiunile incluse 1n aceastd lucrare fac obiectul unui curs special de
algebra intitulat chiar Complemente de algebra pe care D. Busneag il preda studentilor
din anul terminal de la Facultatea de de Matematicad — Informatica a Universitatii din
Craiova.

In finalul lucrarii am prezentat indexul autorilor problemelor incluse in lucrare; daci
am omis un nume ne cerem anticipat scuze ! .

Ne face o deosebitd pliacere sa multumim Domnilor profesori universitari de la
Facultatea de Matematicd si Informatica a Universitatii din Bucuresti Constantin
Nastasescu — Membru Corespondent al Academiei Roméne si Constantin Nitd pentru
discutiile purtate pe tema acestei lucrari, discutii care au condus la structura ei in actuala

forma.

Craiova, 1.11.2006 Autorii
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Capitolul 1
MULTIMEA NUMERELOR NATURALE N

Dumnezeu a creat numerele naturale — restul este munca omului.

(L. Kronecker)
1.1. Triplete Peano

Definitia 1.1.1. Numim triplet Peano un triplet (N, 0, s) unde N este o multime
nevida, 0EN iar s:N—N este o functie astfel incat sunt verificate axiomele :

Pi: 0& s(N);
P, : s este o functie injectiva ;

P; : dacd PSN este o submultime astfel incit 0€P si (n€P = s(n)EP), atunci
P=N.

In cele ce urmeazi, acceptim ca axiomi existenta unui triplet Peano (cititorului
dornic de aprofundarea acestei chestiuni 1i recomandam lucrarile [17] si [38]) .

Lema 1.1.2. Daca (N, 0, s ) este un triplet Peano, atunci N={0} Us(N).
Demonstratie. Daca notdam P={0} Us(N), atunci PEN si cum P verifica Ps,

deducem ca P=N .m

Teorema 1.1.3. Fie (N, 0, s ) un triplet Peano iar (N’, 0’, s ') un alt triplet
format dintr-o multime nevidi N’, un element 0'€N’ si o functie s":N’ — N’. Atunci :
(i) Existii o unica functie f:N—N’ astfel incét f(0)=0’, iar diagrama

N,— > N

T

NT)N,

este comutativa (adicid fo s=s"of);

(i) Daca (N’, 0’,s’) este un triplet Peano, atunci f este bijectie.
Demonstratie. (i). Pentru a proba existenta lui f, vom considera toate relatiile

RENXN astfel incat :

r:(0,0) €R

1, : Dacd (n, n")ER, atunci (s(n), s’(n"))ER iar prin Ry vom nota intersectia acestor
relatii .

Vom demonstra ca R, este o relatie functionald si astfel f va fi functia ce va avea
drept grafic pe Ry (astfel, din (0, 0")€R, vom deduce ca f (0)=0" iar dacd nEN si f (n)=
=n’€N’, (n , n')ER,, deci (s(n), s'(n'))ER,y, adica, f(s(n))=s'(n")=s’(f (n)). Pentru a

demonstra cad Ry este o relatie functionald, vom demonstra ci pentru orice n€N, exista



n’€N’ astfel 1incat (n, n)ER , iar dacd pentru n€N si n’, n”’€N’ avem (n, n)ER, si
(n,n"")ERy, atuncin’=n"".

Pentru prima parte, fie P={nEN : existad n’€N"’ astfel incat (n, n")ER, } EN.
Cum (0, 0")ER, deducem cd 0€P. Fie acum nE€P si n’EN’ astfel incit (n, n")ER,. Din

definitia lui Ry deducem ci (s(n), s’(n"))ER, ; obtinem ca s(n)EP si cum (N, 0, s) este
triplet Peano, deducem ca P=N.
Pentru a doua parte, fie

Q={neN:dacan’,n""€N"'si(n,n’), (n,n"")€ERy = n’=n""} =N
si sa demonstram la Inceput ca 0€Q.
in acest sens, vom demonstra ¢ daca (0, n")ER, atunci n’=0’. Daca prin absurd,
n’# 0’, atunci vom considera relatia R;=R, \ {(0, n")} SNxN’. Din n’# 0’ deducem ci (0,
0")ER, iar daca pentru m&N’ avem (n, m) ER,, atunci (n, m)ER, si (n, m) # (0, n’). Astfel
(s(n), s’"(m))ER, si cum (s(n), s’(m)) # (0, n”) (caci s(n) # 0 conform cu P;), deducem ca

(s(n), s’(m))ER; . Cum R, verifica r; si 1, ar trebui ca RySR; — absurd (caci R; este inclusa
strict in Ry ).

Pentru a proba ca 0€Q, fie n’, n’’€N’ astfel incat (0, n"), (0, n’")ER,. Atunci,
tinand cont de cele stabilite mai sus, deducem ca n’=n"'=0’, deci 0€Q.

Fie acum n€Q si n ‘€N ' astfel incit (n, n")ER, ; vom demonstra ca daca (s(n),
n’")ERy, atunci n’’=s’'(n’). Sa presupunem prin absurd cd n’’# s’(n’) si sd consideram
relatia R, =R \ {(s (n), n’")} . Vom demonstra ca R, verificar; i, .

Intr—adevar, (0,0")ER, ( cici 0 # s(n) ) iar daci (p, p’)ER,, atunci (p, p’) ER, si
(p, p)# (s(n), n"’) .

Deducem ca (s(p), s’(p’))ERy si daca presupunem (s(p), s’(p”))=(s(n), n’’), atunci
s(p) =s(n), deci p=n. De asemenea, s’(p")=n"’. Atunci (n, n")ER, i (n, p")ER, iar cum n€Q
= n’'=p’, deci n’’=s’(p")=s’(n’), ceea ce contrazice faptul cd n’’# s(n’). Prin urmare, (s(p),
s'(p”)) # (s(n), n’"), ceea ce ne arata ca (s(p), s’(p’))ER,, adica R, satisface r; si r, . Din nou
ar trebui ca RyCR, — absurd !.

Deci (s(n), n’")ERy = n’’=s"(n") astfel ca dacar, s EN ' si (s(n), 1), (s(n), s )ERy,
atunci r = s =s'(n"), adica s(n)€Q, deci Q=N.

Pentru a proba unicitatea lui f, sd presupunem cd mai existd f:N—N" astfel incét
f'(0)=0" si s’(f'(n))=f"(s(n)) pentru orice nEN.

Considerand P={n€N : f(n)=f"(n)} €N, atunci 0€P iar daca n€P (adica f(n)=f"(n)),

atunci s’(f(n))=s'(f'(n))=1(s(n))=t"(s(n))=s(n)EP si atunci P=N, adica f=f".
(i1). Sa aratam la inceput ca f este injectiva. Pentru aceasta vom considera

P={n€N : daca meN si f(m)=f(n)=>m=n} =N si sa demonstram la Inceput cd 0E€P. Pentru
aceasta fie meN astfel incat f(0)=f(m) si sd demonstram cd m=0. Daca prin absurd m#0,
atunci m=s(n) cu n€N iar egalitatea f(m)=f(0) devine f(s(n))=f(0)=0", de unde s’(f(n))=0",
ceea ce este absurd deoarece prin ipoteza (N’, 0, s”) este un triplet Peano.
Fie acum n€P; pentru a demonstra ca s(n)EP, fie meN astfel incat f(m)=f(s(n)).
Atunci m#0 (céci in caz contrar ar rezulta ca 0'=f(0)=f(s(n))=s’(f(n)), absurd !),

deci conform Lemei 1.1.2, m=s(p) cu p&EN iar egalitatea f(m)=f(s(n)) devine

10



f(s(p))=f(s(n))=s’'(f(p))=s'(f(n)), adica f(p)=f(n) si cum n&P, atunci n=p si astfel

m=s(p)=s(n).
Pentru a demonstra surjectivitatea lui f s considerdm

P’={n"€N’: existd nEN astfel incat n’=f (n)} SN" .
Cum f(0)=0" deducem ca 0’€P’. Fie acum n’€P’ ; atunci existd nEN astfel incét
n’=f (n). Deoarece s’(n")=s(f(n))=f(s(n)), deducem ca s’(n")EP’ si cum tripletul (N’, 0, s")

este un triplet Peano, deducem ca P’=N’, adica f este si surjectiva, deci bijectivi .

Observatie. Conform Teoremei 1.1.3 (cunoscuta si sub numele de feorema de
recurenta ) un triplet Peano este unic pana la o bijectie.

in cele ce urmeazi vom alege un triplet Peano oarecare (N, 0, s) si pe care il vom
fixa ; elementele lui N le vom numi numere naturale .
Elementul 0 va purta numele de zero . Notam N* = N\ {0}.

Vom nota 1=s(0), 2=s(1), 3=s(2), e.t.c., astfel cd N={0, 1, 2, ...}. Functia s poarta
numele de functia succesor . Axiomele P; — P; sunt cunoscute sub numele de axiomele lui
Peano .

Axioma P; poartd numele de axioma inductiei matematice.

1.2. Adunarea numerelor naturale

Teorema 1.2.1. Exista o unici operatie algebrica pe N pe care o vom nota prin

»1” $i 0 vom numi adunarea numerelor naturale astfel incit pentru orice m, neN sa
avem :

A;: 0+m=m ;

A;:  s(n)+m=s(n+m).

Demonstratie. Sa probam la inceput unicitatea §i pentru aceasta sa presupunem ca
mai existd o operatie algebricd @ pe N astfel incat sunt verificate A; si A,.

Fie P={nEN : n+tm=n®m, pentru orice nEN} =N.

Din A; deducem ca 0€P iar din A, deducem ca daca n€P, atunci s(n)+m=s(n)®m
< s(n+m)=s(n®m), ceea ce este adevarat deoarece s este injectiva si am presupus cd n€P.
Deci P=N, adica cele doua operatii coincid.

Consideram un element m&N (pe care 1l fixam) si tripletul (N, m, s) ; conform
Teoremei 1.1.3 exista o unica functie f,:N—N astfel incat f,(0)=m si s(f,(n))=f.(s(n))
pentru orice n€N . Pentru n€N definim n+m=f,, (n). Atunci 0+m=£f,,(0)=m iar s(n)+m=
=fn (3(n)) = s(fu (n)) = s(ntm ). =

Observatie. Axiomele A;—A, poartd numele de axiomele adunarii numerelor
naturale.

Propozitia 1.2.2. Pentru orice m, n€N avem
40 : n+0=n;
Ag : nts (m)=s(n+m) .
Demonstratie. Fie P={m&N: m+0=m } =N. Daca in A, facem pe m=0, deducem
ca 0+0=0, adica 0€P. Dacd meP, (adicd m+0=m), atunci s(m)+0=s(m+0)=s(m), adica

s(m)€P, deci P=N. Analog se probeazi si a doua relatic.l
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Propozitia 1.2.3. Dubletul (N, +) este monoid comutativ cu proprietatea de
simplificare.

Demonstratie. Din cele stabilite anterior, deducem ca 0 este element neutru pentru
adunarea numerelor naturale.

Pentru a proba comutativitatea adundrii sa consideram

P={n&eN : n+tm=m+n pentru orice meN} cN .
Evident 0€P. Dacid n€P, adicdi ntm=m+n pentru orice m&N, atunci
s(n)tm=m+s(n) < s(ntm)=s(m+n) < n+m=m+n, ceea ce este adevarat. Deducem ca

P=N, adicd adunarea numerelor naturale este comutativa .
Pentru a demonstra asociativitatea adunarii numerelor naturale, sa consideram

P ={neN: (n+tm)+p=n+(m+p) pentru orice m, pEN}<=N.
Evident 0€P. Fie acum n€P. Atunci (s(n)+m)+p=s(n+m)+p=s((n+m)+p) iar

s(n)+(m+p)=s(n+(m+p)) si cum (n+m)+p=n+(m+p) deducem ca s(n)EP, adica P=N.
Pentru partea finala fie

P={peN : daca m+tp=nt+p = m=n}<N.
Evident 0E€P si sa presupunem cd pEP. Atunci m+s(p)=n+s(p) < s(m+p)=s(nt+p)
< mtp=ntp < m=n (cici pEP), adica s(p)EP si astfel din nou P=N. ®

Observatie. Dacda nEN, atunci s(n)=s(n+0)=n+s(0)=n+1.

Propozitia 1.2.4. Daci m, n€N si m+n =0, atunci m=n=0.

Demonstratie. Daca m # 0 sau n # 0, atunci exista p, €N astfel incat m = s(p) sau
n = s(q). In primul caz, obtinem cd m+n = s(p)+n = s(p+n) # 0 — absurd ! si analog in al

doilea caz. Decim=n=0. ®

1.3. inmul;irea numerelor naturale

Propozitia 1.3.1. Existii o unici operatie algebrici pe N notatd ,,-” si numita

inmultirea numerelor naturale astfel incit pentru orice m, neN sa avem :
I: m0=0;
I, : m's(n) = mn+m.

Demonstratie. Fie meN fixat ; considerand tripletul (N, 0, f,, ), unde f,:N—N
este definitd prin f,(n)=n+m pentru orice nEN, atunci conform Teoremei 1.1.3. existd o

unica functie g ,, :N—N astfel incat g, (0)=0 si f,0g,=gn os.
Definim m'n=g,,(n) si astfel m-0=g,(0)=0 iar m's(n)=gun(s(n))= fu(gn(n))=f,(mn)=
=m-n+m . Unicitatea operatiei de Tnmultire cu proprietatile I; si I, se probeaza ca in cazul

adunadrii. B
Observatie. I; i [, poartd numele de axiomele inmultirii numerelor naturale.

In cele ce urmeaza, dacad nu este pericol de confuzie, vom scrie m'n= mn pentru

m, neN.
Analog ca in cazul adundrii numerelor naturale, se demonstreaza ca pentru oricare
numere naturale m, n avem :

1) : 0'm=0;
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1) : s(n)'m = nm+m.

Lema 1.3.2. inmultirea numerelor naturale este distributivi la stinga fati de
adunarea numerelor naturale.

Demonstratie. Fie P={pEN : m(n+p) = mn+mp pentru oricare m, nEN}<N.

Tinand cont de A, si I, deducem ca 0€P.

Sa presupunem acum ca pEP si fie m, neEN.

Avem m(n+s(p))=m(s(n+p))=m(n+p)+m=mn+mp+m=mn+ms(p), adicd s(p)€P si
astfel P=N . m

Propozitia 1.3.3. Dubletul (N, -) este monoid comutativ.
Demonstratie. Pentru a proba asociativitatea inmultirii fie

P={peN : (mn)p = m(np) pentru oricare m, nEN} =N.

In mod evident, 0EP. Si presupunem acum ci pEP si si demonstram ca s(p)EP.
Avem (mn)s(p)=(mn)p+mn iar m(ns(p))=m(np+n)=m(np)+mn (conform Lemei 1.3.2), de

unde egalitatea (mn)s(p)=m(ns(p)), adicd s(p)EP, deci P=N.

Deoarece pentru orice n€N avem n-1=n's(0)=n-0+n=n iar 1-n=s(0):n=0-n+n=n
deducem ca 1 este elementul neutru al Inmultirii numerelor naturale.
Pentru a proba comutativitatea inmultirii numerelor naturale fie

P={neN : nm=mn pentru orice meN}<SN.
In mod evident 0P si sa presupunem ci nEN.
Atunci pentru orice mEN, s(n)m=n'm+m iar m-s(n)=mn+tm, de unde
s(n)m=m-s(n), adicd s(n)EP, deci P=N. m

1.4. Relatia naturali de ordine de pe N

Definitia 1.4.1. Pentru m, n€N vom scrie m<n (si vom spune ca m este mai mic

sau egal decit n sau ca n este mai mare sau egal decat m) daci exista peN astfel incét
m+p=n ; convenim in acest caz si notam p=n-m.

Dacid peN*, atunci m<n si m#n ; in acest caz vom scrie m<n si vom spune ci
m este strict mai mic decat n.

Lema 1.4.2. Dacd m, nEN si m<n, atunci s(m)<n.
Demonstratie. Deoarece m<n, exista pE€N* astfel incat m+p=n. Cum pEN*, existd
keN astfel incat p=s(k) (conform Lemei 1.1.2). Atunci din m+p=n deducem cd m+s(k)=n

= s(m+k)=n = s(m)+k=n =>s(m)<n. W
Corolar 1.4.3. Pentru orice n€EN, n<s(n).

Propozitial.4.4. Dubletul (N,<) este o0 multime total ordonat:.
Demonstratie. Deoarece pentru orice n€N, nt0=n deducem ca n<n, adica relatia <

este reflexiva. Fie acum m, n€N astfel incat m<n si n<m. Atunci existd p, €N astfel incat
m+p=n si n+q=m. Deducem ca n+(p+q)=n, de unde p+q=0 (conform Propozitiei 1.2.3), iar
de aici p=q=0 (conform Propozitiei 1.2.4), adicd m=n, deci relatia < este antisimetrica .
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Fie acum m, n, pEN astfel incdt m< n si n< p. Atunci exista r, sEN astfel incat
m+r=n s§i nt+s=p. Deducem imediat cd m+(r+s)=p, adicd m<p, deci relatia < este si

tranzitiva, adica < este o relatie de ordine pe N.
Pentru a proba cé ordinea < de pe N este totald, fie meN fixat iar
P,={nEN: n<m sau m<n}<N.
In mod evident 0EP,, si fie nEP,,. Dacd n=m, atunci cum n<s(n) avem m<s(n),
adica s(n)€P,, . Dacd n<m, atunci conform Lemei 1.4.2 avem s(n)<m si din nou s(n)€P,, .
Dacd m<n, cum n<s(n) avem cd m<s(n) si din nou s(n)EP,,. Rezultd cid P,=N si cum m

este oarecare deducem cd ordinea < de pe N este totala.

Observatie. Relatia de ordine < definitd anterior pe N poartd numele de ordinea

naturald de pe N,

Teorema 1.4.5. Dubletul (N, <) este 0 multime bine ordonata.

Demonstratie. Trebuie si demonstrdm ca orice submultime neviddi ASN are un cel
mai mic element. Pentru aceasta fie:

P={neN: n<x pentru orice x€A} =N.
Evident 0E€P. Daca pentru orice n€P ar rezulta s(n)EP, atunci am deduce cd P=N. Astfel
cd alegand un x, €A atunci xoEP, deci s(xo)EP. in particular ar rezulta ca s(x, )<x,, absurd!.
Deducem ca P#£N, adica exista acP astfel incat s(a)&P.
Vom demonstra cd aEA si cd a este cel mai mic element al lui A.
Daca a€ A, atunci pentru orice X€A avem a<x, de unde s(a)<x (conform Lemei
1.4.2), adica s(a)€P — absurd !, deci a€A si cum a€P deducem ca a <x pentru orice XEA,

adica a este cel mai mic elemental lui A . B

Corolar 1.4.6. Orice sir descresciator de numere naturale este stationar.

Demonstratie. Fie (a ,). en un sir descrescator de numere naturale iar A={a , :
neEN}<SN. Conform Teoremei 1.4.5 multimea A are un cel mai mic element a | ; atunci
pentru orice m>k avem a ,, > a si cum a < a,, deducem ca a,,= a |, adica sirul (a, ), en

este stationar. W

Corolar 1.4.7. in N nu putem gisi un sir strict descrescitor si infinit de
numere naturale.

Corolar 1.4.8. Fie P<N astfel incit pentru orice n€N (x<n = x&€P) = n&P.
Atunci P=N,

Demonstratie. Fie A= N \P € N si sa presupunem prin absurd cd A # @.

Conform Teoremei 1.4.5 multimea A va avea un cel mai mic element acA. Cum
pentru XeN, x<a = x&A = x&P, conform ipotezei P=N, adicd a€P si astfel a¢A —
absurd !. Deci A=, de unde P=N . m

Corolar 1.4.9. (Teorema impadrtirii cu rest inN'). Pentru oricare doud numere
naturale m, n cu n#0, existi si sunt unice doua numere naturale c si r astfel incat
m=n<ctr sir<n.
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Demonstratie. Fie A={seN: exista peN astfel incdt m=np+s}=N. Deoarece
m=0-m+m deducem ca m&€A, adica A#J. Conform Teoremei 1.4.5 multimea A posedad un
element minimal r€A. Atunci exista cEN astfel incat m=c-n+r si sd& demonstram ca r<n .

Daca prin absurd r«n, atunci conform Propozitiei 1.4.4, r>n, adica existd ueN

astfel incat r=n+u. Deducem cd m=nc+r=nc+n+u=n(c+1)+u, adicd u€A, deci r<u si cum
u<r deducem ca u=r, adica n=0 — absurd !.

Pentru a demonstra unicitatea lui ¢ si r sd presupunem cd m=cn+r= =c'n+r’, cu r,
r'<n si sd aratdm ca c=c’ i r=r’.

Sa presupunem de exemplu ci c<c’, adicd ctu=c’ cu ueN*,

Atunci m=nc’+r'=n(c+u)+r’'=nc+nu+tr’, deci r=nu+r’ >n — absurd !.

Deci c=c’ si deducem imediat ca si r=r’. H

Observatie. Numarul ¢ poartd numele de cdtul impartirii lui m la n iar r se zice
restul acestei Tmpartiri .

Teorema 1.4.10. Fie m, n, m’, n’, peN astfel incit m < n si m’ < n'. Atunci:
@) m+m’<n+n’ si mm’< nn’
(i) mp< np si mP < n’.
Demonstratie (). Putem scrie m+r=n si m'+r'=n’, cur, r'eN.
Din (m+m’)+(r+r')=n+n’ deducem cd m+m’'<n+n’.
De asemenea nn'=(m+r)(m'+r')=mm'+mr'+rm'+rr’ si cum mr'+rm’+rr'e N deducem
cd mm'<nn’.
(ii). Se deduce ca si (i) tinand cont de (i) precum si de regulile de calcul din N

stabilite mai Tnainte. W
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Capitolul 2
INELUL NUMERELOR INTREGI (Z, +, *)

2.1. Constructia grupului (Z, +)

In vederea construirii multimii numerelor intregi Z, vom prezenta la inceput
Teorema lui Maltev de scufundare a unui monoid comutativ cu proprietatea de simplificare

intr-un grup comutativ urménd ca prin particularizare la cazul monoidului (N, +) sa

obtinem grupul aditiv (Z, +).

Teorema 2.1.1. (Maltev) Fie (M, ) un monoid comutativ cu proprietatea de
simplificare. Atunci existd un grup comutativ G(M) si un morfism injectiv de monoizi
in:M—G(M) ce verificd urmatoarea proprietate de universalitate :

Pentru orice grup comutativ G si orice morfism de monoizi f:M—G exista un

unic morfism de grupuri f':G(M)—G astfel incit diagrama

Im
M _—> GM)

este comutativa (adica f'oiy =f).

Demonstratie. Pe multimea M'=MxM definim relatia (x, y)~(x’,y’) (dif y xy'=yx’
si sd probam cd ~ este o echivalentd pe M’ compatibila cu structura de monoid a lui M’
(adica ~ este o congruenta pe monoidul produs M’=MxM ).

In mod evident, relatia ~ este reflexiva si simetrici. Dacd (x, y)~(x’, y’) si (x',
y)~(x"", y'") atunci xy'=yx’ si x"y"’=x""y’, de unde xx"y’y’’=x"x""yy’, deci xy’'= yx’’ (am
simplificat prin x'y"), adicd (x, y)~(x"’, y'’), deci relatia ~ este si tranzitiva, de unde
concluzia ca ~ este o echivalentd pe M’ .

Fie acum (x, y), (x’, y’), (a, b), (@', b')eM’ astfel incat (x, y)~(a, b) si
(x’, y")~(a’, b") si sa probam ca si (xx’, yy')~(aa’, bb").

Avem deci xb=ya si x'b’=y’a’, de unde xx'bb’=yy’aa’, adica (xx’, yy')~(aa’, bb"),
adicd relatia ~ este o congruenta pe monoidul produs M’ in care reamintim ca operatia de
compunere se defineste prin (x, y)'(x’, y)=(xx’,yy’). Vom considera monoidul cat
G(M)=M'/~ iar pentru (x, y)€EM’ vom nota prin [X, y] clasa sa de echivalenta in G(M).
Datorita faptului ca relatia ~ este o congruentd pe M’ deducem imediat cd G(M) devine in
mod canonic monoid comutativ, definind pentru [x, y], [X’, y']EG(M), [X, y]- [x', y'|=[xx’,
yy'] (elementul neutru al lui G(M) va fi egmy=[e, ¢], e fiind elementul neutru al lui M).

Deoarece pentru [x, y]€G(M), [X, y][y, x]=[xy, xy]=[e, e] deducem ca [y, x]=
=[x, y] "', adicd G(M) este grup (comutativ). Definim iy :M—G(M) prin iy (X)=[x, €]

pentru orice xEM. Pentru x, yEM avem iy (X)'iy (Y)=[X, e][y, e]=[Xy, e]=im (Xy) adica i y

este morfism de monoizi. Daca iy (x)=iy (y), atunci [x, e]=[y, €] & xe=ye < x=y, adica iy
este chiar morfism injectiv de monoizi .
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Sé aratam acum ca dubletul (G(M), iy) verifica proprietatea de universalitate din
enunt. Pentru aceasta fie (G,o) un grup comutativ oarecare si f:M—G un morfism de
monoizi. Pentru [x, y]€EG(M), definim f'([x, y])=f(x)o(f(y))'. Observim ci daci
[x, yI=[x’, y'], atunci xy'=x"y, deci f(x)of(y")=f(x")of(y) = f(x)o(f(y))"'=f(x")o(f(y"))",
adica f’ este corect definita.

Séa probam acum ca f’ este morfism de grupuri.

Avem f'([x, yI[x', y'D=f'([xx’, yy'D=F (xx")o[f(yy")]'=(x)of(x")o [f(y)of(y")]"=
=(fx)o [f(y)] o fx")o[fy)IH=F([x, yDof' ([x', y']).

Pentru xEM avem (f’ oiy)(x) = f'(iu(x)) = f'([x, €]) = f(x)[f(e)]" = f(x), de unde
concluzia ca ' oip=f.

Pentru a proba unicitatea lui f' (cu proprietatea din enunt) sd presupunem cd mai
existd un morfism de grupuri f':G(M)—G astfel incat '/ oiy=f.

Atunci, pentru [x, y]€G(M) avem [x, y|=[x, e][e, y]=[x, ][y, e]”, de unde
F/([x, yD= ([, elly, el )=F"(im ()i D= (i () (mly) ' =fx)o(f(y)) =
=f'([x, y]), adica {''=f". ®

Observatii 1. Daca f este un morfism injectiv de grupuri, atunci si " este morfism
injectiv de grupuri .

Intr-adevar, daca [x, y]EGM) si f'([x, y])=eg, atunci f(x)o(f(y)) '=eg, deci
f(x)=f(y), de unde x=y, adica [x, y]=[x, x]=[e, e]= egm).

2. Dacd pe multimea dubletelor (G, f) cu G grup abelian si M—G morfism

injectiv de monoizi definim relatia (G, f )<(G’, f')<exista h:G—G’ astfel incat h este

morfism injectiv de grupuri si hof=f", atunci se verifica imediat ca relatia de mai sus este o
relatie de ordine iar dubletul (G(M), iy ) din Teorema lui Maltev este cel mai mic element
fata de aceastd relatie de ordine.

Definitia 2.1.2. Considerim monoidul (N, +) (ce are proprietatea de
simplificare conform Propozitiei 1.2.3) si urméand tehnica data de Teorema lui Maltev,

multimea subiacenti grupului aditiv (G(N), +) se noteazi prin Z si poarta numele de
multimea numerelor intregi .

Tinand cont de faptul cd in:N—Z, in(n)=[n, 0] pentru orice nEN este morfism
injectiv de monoizi, vom identifica fiecare numar natural n€N prin elementul intreg [n, 0]
astfel ca N va fi privitd in continuare ca submultime a lui Z.

Fie acum z=[m, n]€Z. Daca m=n, atunci z=0. Daca m<n, atunci exista peN*
astfel Incat m+p=n (in acest caz convenim sd notdm p=n-m si astfel m+(n-m)=n) iar

z=[0, p]=-[p, 0] se identifica cu numarul intreg —p iar dacd n<m, atunci existd qEN* astfel
incat n+q=m si astfel z=[q, 0] identificandu-se cu numarul natural q.

Tinand cont de acestea putem scrie pe Z sub forma Z=(-N*)UN unde -N*={-n :
neEN*}sau 7={0,+1 ,+2,....}. Vom nota Z* = 7\ {0}.

2.2. inmultirea numerelor intregi

Lema 2.2.1. Fiex,y,z,t,x',y’,z', t'€N astfel incit [x, y|=[x', y'] si
[z, t]=[2’, t']. Atunci [xz+yt, xt+yz]=[x"z'+y't’, x't'+y’z’].
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Demonstratie. Din ipoteza avem x+y'=y+x’ si z+t'=z'+t astfel ca

[xz+yt, xttyz]=[x'z'+y't’, X't'+y'z' ]| & (xz+yt) =Xt +y'2" =(xt+yz)+H(x 'z +y't') &
x(z-t)+y(t-z)=x'(z'-t")+y’'(t'-z' ) = (x-y)(z-t)=(x"-y’)(z'-t") ceea ce este adevarat deoarece
x-y=x'-y’ si z-t=z'-t'. &

Fie acum o=[x, y] si B=[z, t] doua numere intregi.

Definind a-f=[xz+yt, xt+yz], conform Lemei 2.2.1 deducem ca aceastd definitie
este corecta .

Propozitia 2.2.2. (Z, +, - ) este domeniu de integritate.
Demonstratie. Conform celor de mai inainte (Z, +) este grup comutativ. Sa
4

demonstram acum ca (Z, -) este monoid comutativ iar pentru aceasta fie o=[x, y], a'=[x’,

y'], a’'=[x"’, y'’] trei elemente oarecare din Z.
Atunci :

a(a/all):[x’y][XIXII+ny//,lell_’_ylxll]
:[X(X/XII+ny//)+y(XIy//+yIXII)’ X(lell+ylxll)+y(xlxl/+y/yll)]

=[xx'x""+xy'y"+xyy ' +x"yy’, xx"y"+xx"y +x"x""'y+yy'y’’] iar
(a0 Yo" =[xx"+yy’, xy"+x"y][x", y"']
=[xy X"+ xy +xy)y”, (xx"+yy )y Hxy +xy)x"’]
=[x Xy y T yy Ty, xxy ey Xy yy 'y T
de unde deducem cé a(a’'a’’)=(aa")a’” adicd inmultirea numerelor intregi este asociativa.

In mod evident, aa’=a’o (deoarece inmultirea numerelor naturale este comutativa ),
adica Tnmultirea numerelor intregi este comutativa.

Deoarece a[l, 0]=[x, y][1, 0]=[x, y]=0, deducem cd elementul neutru pentru
inmultirea numerelor intregi este [1, 0].

Sé aratam acum ca inmultirea numerelor intregi este distributiva fatd de adunarea
numerelor intregi . Intr — adevar,

a(a’+a’) =[x, y][x"+x", y'+y"] = [x (X=X yy(y+y"), x(y"+y" )ty x'+x")]

= [xx'+xx""+yy'+yy"’, xy'+xy’ +yx’'+yx'’] iar
aa’ oo’ =[x, y][x"y THx, y] [x", y"'] = [xx"+yy’, xy"+yx [Hxx""+yy"’, xy""+yx"’]

= [xx"+tyy +xx""+yy"’, xy'+yx'+xy’’ +yx’’] de unde se observa ca
a(o’+a’’) = aa’+aa’”" .

Am probat pana acum ca (Z, +, - ) este un inel comutativ unitar. Pentru a arata ca

inelul Z nu are divizori ai lui zero, fie aa’=0=[0, 0] cu 0#0. Atunci xx'+yy’=xy’+x"y, de
unde (x-y)(x’-y")=0. Cum 0#£0 (adicd x-y#0) rezutd cd x'-y’=0 <x'=y’< o'=0. R

2.3. Relatia de ordine naturala de pe Z

Definitia 2.3.1. Pentru x, y€Z definim relatia < prin x<y < y-x&N.

Teorema 2.3.2. Dubletul (Z, <) este multime total ordonata.
Demonstratie. Fie x, y, zEZ ; deoarece x-x=0€N deducem ca x<x.

Daca x<y si y<x atunci existd m, nEN astfel incat y-x=m si x-y=n, de unde m+n=0
si deci m=n=0, adica x=y.
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Daca x<y si y<z, atunci existd m, nEN astfel incat x+m=y si y+tn=z.
Cum x+(m+n)=z deducem ca x<z, adica ( Z, <) este o multime ordonata. Faptul ca
ordonarea de pe Z este totala rezulta din aceea ca Z=(-N*)UN iar (-N*)N N=C. =

Observatie. Din felul in care am definit relatia de ordine < pe Z deducem ca
N={x&Z : x>0} iar -N={x€7Z : x <0}.

Propozitia 2.3.3. Fiex,y,z € Z astfel incit x<y.
Atunci (i) -y<-x

(ii) dacaz>0 atuncixz<yz

(iii) daca z<0 atuncixz>yz.

Demonstratie. (i). Din x<y deducem ca y-x&N si cum (—x)—(-y)=y-xEN rezulta ca
-y <-X.

(ii). Cum y-xE€N si zEN avem (y-x)z€N adicd yz-xz€N, deci xz <yz.
(iii). Cum —z€N si y-xEN deducem ci si (y-x)(-z) €N iar cum (y-x)(-z)=xz-yz€N

rezultd cixz>yz. A
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Capitolul 3
CORPUL NUMERELOR RATIONALE (Q,+, *)
3.1. Constructia corpului Q al numerelor rationale

Si in cazul constructiei corpului Q al numerelor rationale vom adopta tehnica

folosita 1in cazul constructiei inelului Z al numerelor intregi (in sensul c¢a vom prezenta
chestiunea intr-un context mai general, urmand ca printr-o particularizare la cazul

domeniului de integritate (Z, +, ) s obtinem corpul Q).
Fie (A, +, ©) un domeniu de integritate (adicd un inel unitar i comutativ fara
divizori ai lui zero) .

Definitia 3.1.1. Numim sistem multiplicativ in A, orice submultime SSA astfel

incat 0&S, 1€S, iar daca x, yeS atunci si x-yS.

Exemple 1. S=A*=A\{0} este un sistem multiplicativ al lui A.

2. Daca $CA este un ideal prim, atunci Sp=A\f este de asemenea un sistem
multiplicativ al lui A.

3. Daca acA, a#0, 1, atunci Sa={ak : KEZ} este un sistem multiplicativ al lui A.

Pentru un sistem multiplicativ SSA sa consideram multimea AXS={(a, s) : a€A,
SES} iar pe aceasta relatia binara definitd prin (a,s)~(a’,s’) < as’=a’s. Ca si in cazul
Teoremei lui Maltev se demonstreaza facil cd ~ este o echivalentd pe AxS.

Sia notaim A[S']= AxS/~ iar pentru (a, s)EAXS vom nota prin 2 clasa sa de
S

echivalenta in A[S™].

. . a” A b .a b
Lema 3.1.2. Fiea,b,a’,b'EAsis,t,s’, t'ES astfel incat a_? si a—, = b—’ .
N t s t

Atunci

as'+sa’ _ bt'+b't i aa’ _bb’
2 - r °

s i’ s 1’

’ ! ! !
. - . . as'+sa’ bt'+b't
Demonstratie. Avem ca at=bs si a’t’=b’s’ astfel ca — = —

SS it

(as’+sa’)tt’=(bt’+b’t)ss’ =as’tt’ +sa’tt’=bt’ss’+b tss’ < ats’t’-bss’t'=tsb’s’-tsa’t’ <

(at-bs)s't’ = (b’s’-a’t’)ts, ceea ce este adevirat (cici at-bs=b’s’-a’t’=0). Inmultind membru

s . . - " bb'

cu membru egalitatile at=bs si a’t’=b’s’ obtinem ca ata’t’=bsb’s’ < a—al =—
sS tt

Ca un corolar al Lemei 3.1.2 deducem ca dacd pentru E,%EA[S'I] definim
S

s t st

— , atunci cele doud operatii sunt corect definite .

a b _at+bs iab_ab
s t st
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Propozitia 3.1.3. (A[S'l], +, ) este inel comutativ unitar in care {E:a,
S

sESICU(A[ST)) iar is:A—A[ST] , is(a)=% pentru orice acA este un morfism injectiv

de inele ce verificad urméitoarea proprietate de universalitate :
Pentru orice inel comutativ unitar B si orice morfism de inele f:A—B astfel

incat f(S)SU(B), existd un unic morfism de inele f ': A[S']—B astfel incét f 'oig = f,
(unde prin U(B) am notat multimea elementelor inversabile ale lui B) .

Demonstratie. Deoarece sunt simple calcule intr-un inel comutativ, ldsdm pe seama
cititorului verificarea faptului ca (A[S™], +, -) este inel comutativ unitar .

Daca s€S, atunci elementul neutru al lui A[S'l] fatd de operatia de inmultire este
-1
1=2 =% astfel ca daca a, s€S, atunci 4 cU(A[S"]) iar [aj == (deoarece
S N a

=ﬁ=%=l). Fie acum B un inel comutativ unitar §i f:A—B un morfism de inele

pentru care f(S)SU(B). Pentru gEA[S'I], cu a€A s s€S, scriind
N

-1
2. %l = C;(;j =ig(a)-(is(s)", definindf’(aj = f(a)-(f(s))", se verifica imediat ca '
N N N

are proprietatile din enunt . B

Observatie. Din Propozitia 3.1.3 deducem cd dacd A este un domeniu de
integritate si S=A*=A\{0}, atunci A[S™'] este un corp comutativ, numit corpul total de
fractii al lui A .

Definitia 3.1.4. Corpul total de fractii al inelului (Z, +, - ) se noteazi prin Q si

poartd numele de corpul numerelor rationale . Elementele lui Q se mai numesc si

Sfractii. Daca x=2 €Q atunci p se numeste numdratorul fractiei x iar q numitorul sau.
q

Deoarece i7:7—Q, iz(a)=%, pentru orice a€Z este in particular functie injectiva,

putem sa il privim pe Z ca o submultime a lui Q, adica Z<Q. Prin urmare, NS Z<Q .

3.2. Relatia de ordine naturala de pe Q

2 cu pEZ iar q€Z*. Daca q<0, atunci —q>0 si cum x=2_"P

Fie x€Q, adica x= —
q9 -9
putem presupune ca orice numar xEQ se scrie sub forma x=£, cu ¢>0 (adica qeN*).
q
Definitia 3.2.1. Fie x, yeQ, x =£, y=_ cu q, s€N*. Vom defini pe Q relatia
q N

x<y <ps-qr <0.

Propozitia 3.2.2. (Q, <) este 0 multime total ordonati .
Demonstratie. Reflexivitatea este imediata. Pentru antisimetrie, sd presupunem ca
x<y si y<x. Atunci ps-qr <0 si qr-ps <0, de unde ps-qr=0, adicad ps=qr deci x=y.
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I - t A . .
Pentru tranzitivitate, sd mai alegem z=— cu ueN* astfel incat x<y si y<z, adica
u

ps-qr <0 si ur-st <0. Cum q, s, ueN* deducem ca (ps-qr)u<0 si (ur-st)q<0, adicid pus-qru<0
si qru-stq <0, de unde pus-stq <0< s(pu-tq )<0, adica pu - tq <0, deci x<z . ®
Faptul ca ordinea < de pe Q este totald rezulta din aceea ci ordinea naturald < de pe

Z este totala .

Observatie. Relatia de ordine < de pe Q definitd mai inainte poartd numele de
ordinea naturald de pe Q.

In continuare vom nota Q. ={x€Q : x>0} iar prin Q. *={x€Q : x>0}.
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Capitolul 4

CORPUL NUMERELOR REALE (R, +,7)

4.1. Inele ordonate

Relatiile de ordine de pe inelul Z si corpul Q se inscriu intr-un context mai general
pe care il vom prezenta in cele ce urmeaza si care ne va fi de folos si pentru ordinea

naturala de pe multimea numerelor reale R.

Definitia 4.1.1. Daca A este un domeniu de integritate (adica un inel comutativ
unitar fara divizori ai lui zero), prin ordonare pe A intelegem o submultime nevida

P<A astfel incit :
Ord 1: Pentru orice x€A avem in mod exclusiv x€P sau x=0 sau - x€P.

Ord 2: Daca x, yeP atunci x+y, xyeP.
In acest caz vom spune ca inelul A este ordonat de P iar P este multimea
elementelor poritive ale lui A.

Sa presupunem acum ci A este ordonat de P. Cum 1#0 si 1=1°=(-1)> deducem ci
1€P (adica 1 este pozitiv).
Tinand cont de Ord 2 deducem inductiv ca pentru orice nEN*, 1+1+..+1 este
T
de n ori
pozitiv.
Un element x€A, x#0, x¢P (adicd -x€P) se zice negativ . Daca x, yEA sunt

negative, atunci Xy este pozitiv (caci —x, -y €P iar (—x)(-y) =xy €P).

Analog deducem ca daca x este negativ iar y este pozitiv, atunci xy este negativ si
ca pentru orice x£0 din A, x* este pozitiv.

Dacid A este corp, cum pentru x£0 pozitiv avem xx '=1 deducem ci si x "' este
pozitiv.

Fie acum A’CA un subinel iar P’=PNA’. Se verifica imediat ca A’ este ordonat de
P’ ( P’se va numi ordonarea indusa de P pe A”) .

Mai general, fie A’, A doua inele ordonate iar P’, P respectiv multimile elementelor
pozitive din A" si A .

Daca f:A’—A este un morfism injectiv de inele, vom spune ca f pdstreaza ordinea
daca pentru orice xE€P’ deducem ci f(x)EP (echivalent cu a zice ci P’<f '(P)).

Fie acum x, yEA. Definim x<y (sauy >x ) prin y-x €P.

Astfel x >0 inseamna x€P iar x<0 inseamna ca —x€P (spunem atunci ca x este
negativ ).

Se verifica imediat ca dacd x, y, zEA, atunci :

IN;: Daca x<y si y<z, atunci x<z .

IN,: Daca x<y si z >0, atunci xz<yz .

IN;: Daca x<y atunci x+z<y+z .

IN,: Daci A este corp, x >0, y >0 si x<y atunciy ' <x .

Daca x, yEA definim x<y prin x<y sau x=y. Fie acum A un domeniu de integritate
ordonat de P iar K corpul sau total de fractii.
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Daca Pyx={ % €K] a, b>0 }, atunci Pk defineste o ordonare pe K.

Intr-adevar, daca x€K, x#£0, x=% atunci putem presupune ca b>0 (deoarece

a —da
X=—=—

PR ). Daci a>0, atunci xEPy. Daci —a>0 atunci —x=_7a ePg.

Nu putem avea simultan x,-x €Py caci scriind x=% si —x=§ ,cua,b,c,dEA sia,

b, ¢, d >0, atunci —%:5 deci —(ad)=bc, absurd (cdci bc€P si ad€P). Deci Pk satisface
Ord 1.
ae (iar ac, bd >0) si xty= ad +be

bd bd
satisface i Ord 2 .

Cum xy= (iar ad+bc, bd>0) deducem ca Py

Observatie. Aplicind cele de mai sus lui Q (care este corpul total de fractii al
domeniului de integritate Z) obtinem de fapt ceea ce am stabilit in legaturd cu ordonarea
naturald de pe Q de la Capitolul 3 (evident N* este o ordonare pe 7).

Fie acum A un inel ordonat. Pentru x €A definim :

X, daca x >0
x| =
-x, daca x <0

( |x| poarta numele de valoarea absoluta sau modulul lui x ).

Lema 4.1.2. Pentru orice x €A, | x | este unicul element zEA astfel incat z>0
si Z2=x".

Demonstratie. Si observam ci | x | >=x" si | x | >0 pentru orice XEA. Pe de alti
parte, dacd a€A si a >0 atunci existd cel mult doud elemente zEA astfel incat z’=a (cici
polinomul X*-a€A[X] are cel mult doua radacini). Dacd w*=a, atunci w#0 si (—w)’=w’=a,

deci existd cel mult un zEA pozitiv astfel incit z’=a si cu aceasta lema este probati . W

Definitia 4.1.3. Pentru a >0, definim elementul Ja ca fiind acel element z >0
astfel inct z’=a (evident, daci un astfel de z existi !).

Se verificd acum usor ca dacd pentru a, b >0, Ja ,\/Z existd, atunci Jab exista
siNab =a b .

Evident, pentru orice XEA, | x [=Vx? .

Lema 4.1.4. Daca A este un inel ordonat, atunci
VA,: Pentru orice x€EA, | x |20, iar | x >0 daca x#0
VA, : Pentru orice X, yEA, | Xy |5 x |'| ¥ |

VA; : Pentru orice X,y €A, | xt+y [<| x|+ y |.
Demonstratie. Cum VA, si VA, sunt imediate, sd probam pe VA; :
| xty [P =(xty)? =% +2xy+y’ < [ x 42| xy [+ y =] x [ 2+2] x|y [y | *=(x F[y |)*, de

unde [x+y|<|x|+]y|. ®
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Fie acum K un corp comutativ ordonat pentru care existd un morfism (injectiv) de
corpuri f:Q—K (deci K va fi de caracteristica 0).

Se aratd imediat ca dacd xE€7Z, atunci

e

Iy +...+1g , dacax >0
| ————
de x ori
f(x) = { 0, dacd x=0
(<14 )+..+(=15) , dacd x<0
KT TN Ky

de —x ori
\
Mai mult, dacd x€Z*, cum in Q avem x-l =1 deducem ca
X
1= f(l)z f[x«lj = f(x)«f(lj, de unde f[lj = f(x)’l in K. Atunci dacd x="" €Q avem
X X X n

m 1

f(x)zf[j =f[m~j =m«f[lj= m~(n~lK)"1. Rezulta ca f este unic determinat ; vom
n n n

identifica atunci pe Q cu un subcorp al lui K (f se va numi scufundarea canonici a lui Q in
K).

’
- m m . . .
Dacd x =—, y =— €Q (cu n, n">0) si x<y, atunci mn’-m'n<0, deci m'n-mn">0,
n

iar f(x)=m(nlg)", f(y)=m’(n’1)"". Din m'n-mn’>0 si 1,>0 deducem ci (m’n-mn’)1x >0 <

m’(nlg)-m(n’1x)>0 < m’(nlx)>m(n’ly), de unde m’(n’1x)"' > m(n 1x)" < f(y) >f(x) .

Obtinem astfel urmatorul rezultat :
Teorema 4.1.5. Daci K este un corp ordonat de caracteristici 0, atunci

scufundarea canonici a lui Q in K, f :Q—K, f [mj =m-(n-1;)", (cu n > 0) pastreazi
n

ordinea.

In continuare prin K vom desemna un corp comutativ ordonat de caracteristica 0 iar

un element xE€Z 1l vom identifica cu f(x) = x-1x .

Definitia 4.1.6. Un sir de elemente (X,) »> din K se zice sir Cauchy daca pentru
orice £€K, £>0, exista n.eN astfel incit pentru orice m, nEN, m, n>n ¢ si avem
| Xy —Xm [<E .

Vom spune despre sirul (x ,) .5 cd este convergent la un element x€K, daca

pentru orice e €K, £>0, exista n : =N astfel incit pentru orice n>n . s avem | x,, — x |<€.

Observatii. 1. Sa presupunem ca sirul (x,).»o este convergent la doud elemente X,
yE€K. Atunci pentru e€K, £>0 si nEN* suficient de mare avem :
| X-y [ <[ XXn %0y | S| XXa [ H X -y [ <28
iar cum € este oarecare deducem ca | x-y |=0 ( caci dacd | x-y | # 0, atunci | x-y | > 0 si am

avea pentru € =| x-y |, | x-y [<| x-y |, absurd !).

Daca (x ;) nz0 este convergent la un element x €K, vom scrie x =Ilim x,,.
n—>0
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2. Orice sir convergent este sir Cauchy.

Definitia 4.1.7. Corpul ordonat K in care orice sir Cauchy este convergent se
zice complet .

Definitia 4.1.8. Corpul ordonat K se numeste arhimedean daca pentru orice
x€K, existd neN astfel incit x<n-1g.

Teorema 4.1.9. Corpul Q al numerelor rationale nu este complet .
Demonstratie. Intr-adevar, sa consideram sirul (X,),>o de numere rationale dat prin

. 4+3x, . .. . . . <
xo=1 §i x,,; =—— pentru orice n>0. Prin inductie matematica relativa la n se probeaza

3+2x,
o o 4+3x, L-x,2) .
ca X, <2, §1 ¢d (X,) nso este crescator (caci x,,, —x, = -X, = >0) iar de aici
3+2x, 3+2x,
ca el este sir Cauchy.
< . . . . 4+3]
Dacia acest sir ar avea limita /€Q, atunci cu necesitate [ = 32 de unde *=2,

absurd céci 1€ Q. Deci (X,) nso nu are limitd in @Q, adica corpul Q nu este complet. B

Pentru K corp ordonat si SSK, prin majorant al lui S in K intelegem un element

z€K astfel incat x<z, pentru orice xES.
Prin marginea superioara a lui S, notata prin sup(S) intelegem cel mai mic majorant
al lui S din K (evident, daca acesta exista ).

Teorema 4.1.10. Fie K un corp arhimedean complet. Atunci orice submultime
nevida S a lui K ce admite un majorant are margine superioara.

Demonstratie. Pentru n€N, fie T,={yE€Z : nx <y pentru orice XES }.

Atunci T, este marginitd de orice element de forma nx cu x&S si este nevida
deoarece dacd b este un majorant al lui S, atunci orice intreg y astfel incat nb<y este in T,
(deoarece K este arhimedean) .

Fie y, cel mai mic element al lui T, . Atunci exista x,€S astfel incat y,-1<nx, <y, ,

1
de unde In Do < 2n
n n n

Sa notdm z, = In si sd demonstram ca sirul (z,),en este Cauchy.

n
A A . 1 " A
Pentru aceasta fie m, n€N astfel incét In o Imppunci Zm_ 2 Yo Ymcgeign
n m m n n m
In Ym 1 w1 . s
caz contrar, —*-<-" ——  deci—™ —— este majorant pentru S, ceea ce este absurd caci x,

n m n m n
este mai mare.

. 1 <
Atunci |y—”—M | <— de unde deducem ca (z,) ,en este Cauchy.
n m n

Fie w=lim z, 51 sd demonstrdm la inceput cd w este un majorant pentru S.
H—>00

Sé presupunem prin absurd ca existd xES astfel incat w<x . Exista atunci neN

X—w X—W _X—W

astfel incat |z,—w|< astfel cd x-z,=X-W+w-z,>X-W-| W-z, | > X-w-——2 N 0 deci

x >z, contrazicand faptul ca z, este majorant al lui S.
Sa demonstram acum ca w = sup S.
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w—u
4

. . . a A 1
Fie u<w; atunci existd nEN suficient de mare astfel incat | z, —x, EZ <

. A A w—u
Putem alege n suficient de mare astfel incat | z, — w |<

caci limz, =w.
n—0
w—u w—u w—u .
Astfel, x,—u =w-utx,-z,t7,-W > wW-u-| X, 7, |-| Z,-W | >w—-u— YR > 2 >0, deci

u<x, (adica u nu este majorant, absurd !). B

4.2. Constructia corpului (R,+,*) al numerelor reale

Vom prezenta constructia corpului numerelor reale cu ajutorul sirurilor Cauchy de
numere rationale (definite mai inainte intr-un context mai general).

Definitia 4.2.1. Un sir de numere rationale y=(c, ) > se zice sir nul/ daca pentru

orice e€Q, £>0, exista n <N astfel incit pentru orice n>n, | ¢, |<t.
Daca o=(a,),>0 §i p=(b,)u>0 sunt doua siruri de numere rationale, definim suma
si produsul lor prin a+p=(a,+b,) . i respectiv ap=(a,b,) ,>o

Lema 4.2.2. Orice sir Cauchy a=(a, ) . de numere rationale este marginit.

Demonstratie. Exista KEN astfel incéat pentru orice n > k, | a, —a; | <I, de unde
|a, | < lag[+1. Alegand M =max (| ag|, - - -, [ac1 |, | ax |[*1) deducem ca |a, | < M pentru orice

neN. m

In cele ce urmeaza prin C(Q) vom nota multimea sirurilor Cauchy de numere
rationale.

Propozitia 4.2.3. (C(Q), +, - ) este inel unitar comutativ.
Demonstratie. Fie 0=( X, ) w0, B=( Yu ) w0, 0=(0, 0, ...) si 1=(1, 1, ...). Sa

demonstram la inceput ca a+p si off sunt din C(Q).

Pentru e€Q.*, existd n¢’, ng’’€N astfel incat pentru orice m, n > n¢’ sd avem

| X=X |<§ si pentru orice m, n > ng"’, | Yiu-¥a |<§ . Alegand ne=max (n¢’, n¢"’), deducem ca
. £ <
pentru orice m, N > Ng, | XpXy |, | Ym-Ya [< 5 astfel cd | (Xptym) — Xatyn) | = | Rn=X0) + (Y-

¥o) | S [ XX 4 Yoyl D45 = ¢, adicd a+B €C(Q).

Pentru cazul produsului aff vom tine cont de Lema 4.2.2. Conform acesteia, exista
M, M ,€Q.* astfel incét | x, | < M; si | ya| < M, pentru orice nEN.

Notdnd M=max (M |, M , ) si alegdnd e€Q.*, existd n¢’, n"" €N astfel incat

£ .

| Xin—Xa | SW , pentru m, n > n¢’ §i
< & > 44

‘ Ym-Yn ‘ =oM . pentru m,n=ne .

Astfel, pentru m, n > ne=max (n¢’, ne’’), avem | Xpuym —Xo¥n FXm(Vmn-¥an) + Yo(Xm-Xn) |

& & . .
= Xm || Ym=Yn | | Val| | Xm=Xn | £ M- —— + M- ——=¢, adica si af€C(Q).
| Xm | | Ym=Yn |+ Yal | | i i si aBEC(Q)

In mod evident, -0=(-X, Jns0 EC(Q) ca si 0, 1EC(Q).

Deducem acum imediat ca (C(Q), +, *) este inel comutativ si unitar. W
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In continuare, vom nota prin
N(Q):{( Xn)nZO EC(Q) : il_l;ll Xn = O} .

(convenim s numim elementele lui N(Q) siruri nule).

Lema 4.2.4 N(Q) este ideal al inelului C(Q).
Demonstratie. Ca si In cazul sumei din propozitia precedentd, se demonstreaza

imediat ca daca a, BEN(Q), atunci a-BEN(Q).

Fie acum o=(a, ) 0 €C(Q) si P=(b,) =0 EN(Q). Conform Lemei 4.2.2 exista
MeQ,* astfel incat | a, | <M pentru orice n€EN.

Deoarece P=(b,)n=0 EN(Q) pentru €€Q.*, existd neEN astfel incit pentru orice

nzngséavem|bn|§i.
M

Atunci pentrun >ne, |a, by | =] a, || by | <M i = ¢, astfel ca afpEN(Q), adica

N(Q) este ideal al inelului comutativ C(Q) . =

Lema 4.2.5. Fie 0€C(Q) astfel incit a ZN(Q), 0=(a,).5 . Atunci existd ccQ.*
si ngyeN astfel incit pentru orice n>n,, | a,|>c.
Demonstratie. Dacd prin absurd lema nu ar fi adevaratd, atunci pentru e€Q.*

- e . . ~ ~ & . .
existd o infinitate de numere naturale n;<n,<. . . astfel incét | a,, |<§ pentru orice 1 >1.
C A . . £
Cum a€C(Q), exista peN astfel incit pentru orice m, n>p sd avem la, —amISE.
. . . . 2 . .
Fie n; > p ; atunci pentru orice m 2p, | an | <|aw -a, [+ a, | S? si pentru orice m, n>p,

|a, | <|ag—am [+ an | < §+%=8, adicd 0eN(Q), absurd!. m

Teorema 4.2.6. (C(Q)/N(Q), +, +) este corp comutativ.

Demonstratie. Faptul cd C(Q)/N(Q) este inel comutativ rezultd din aceea ca C(Q)
este inel comutativ iar N(Q) este ideal in C(Q).

Fie acum a€C(Q) astfel incat a&N(Q) si a=a +N(Q)EC(Q) / N(Q). Vom
demonstra ci existd g €C(Q)/N(Q) astfel incat a-p =1, unde 1=1+N(Q) (reamintim ci

1=(1, 1,...)eC(Q)).

Cum a&N(Q), conform Lemei 4.2.5 exista €€Q.* si nyeN astfel incit pentru
oricen>ny,|a,|>&. in particular, deducem ca pentru n > n, , a,7#0.

Fie B=(bs ) =0 cu
. {1, pentru 0<n<n,

n

a;l,peanu nzn,

Sa aritim ci BEC(Q) sica a-f=1 .

Putem alege deci c€Q.* si npeN astfel incat pentru orice n > ny , | a, | >¢>0 ; de
1

|
unde varezulta cd — <—.
\an\ c
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Pentru e€ Q. * exista p > ny astfel incit pentru orice m, n > p sd avem
\an—amlﬁscz.
1

a, a,

Ay

Atunci pentru orice m, n > p avem = < =¢, adica
a, -a,

peC(Q).

Cum of difera de 1 numai Intr-un numar finit de termeni (eventual pentru n <ny)

deducem ci ap-1EN(Q), adicd a- =1, deci = (&)71 , adicd C(Q) / N(Q) este corp . ®

Definitia 4.2.7. Multimea C(Q)/N(Q) se noteazi prin R si poarti numele de
multimea numerelor reale.

Corpul ( R,+, *) poarti numele de corpul numerelor reale.

Observatie. Deoarece se probeazd imediat cd functia ig:Q—R, ig(a) =(a,a,....)
pentru orice a €Q este morfism de corpuri (deci in particular functie injectiva) putem privi

pe Q ca subcorp al lui R.

Elementele din I=R\Q se zic numere irationale.

Lema 4.2.8. Pentru 0=(a,) ,»0 EC(Q) este verificatid doar una din conditiile :
D oeNQ);
(i) Exista ccQ.* astfel incit pentru n suficient de mare si avem a, > c;

(iii) Exista c€ Q.* astfel incat pentru n suficient de mare si avem a, < -c.

Demonstratie. Evident (ii) si (iii) se exclud reciproc.

Sa presupunem acum cd a&N(Q). Conform Lemei 4.2.5 exista noeN si ceQ,*
astfel Incat pentru orice n>ny , | a, | > ¢ astfel cda,>c dacaa,> 0 sia, <-cdacd a,<0.
Sa presupunem acum ca a,>0 pentru suficient de multi n si a,,<0 pentru suficient

de multi m. Pentru astfel de n §i m avem a,—a,,>2c¢>0 ceea ce contrazice faptul cd a€C(Q).

Deci (ii) sau (iii) 1n sens disjunctiv trebuie sa aiba loc . B
4.3. Ordonarea lui R
Fie P={ a : aeC(Q) si verifici (ii) din Lema 428}<cR

Lema 4.3.1. P este o ordonare pe R.
Demonstratie. Conform Lemei 4.2.8 deducem ca P satisface Ord 1.

Fie acum a = (a, ) 150 $i B = (by) nix0 EC(Q) astfel incat a, B’ €P.

Exista ¢y, c,€Q.* si ny, n,€N astfel incat pentru n>n,, a,>c, si pentru n>n,, b,>c, .
Pentru n > max (ny, n, ), a,+tb, > ¢;+c, >0 si a,b, >c,c, >0 astfel ca a+p, ap verifica
(i) din Lema 4.2.8 , adica a+ 8, - 8 €P, deci P satisface si Ord 2.

Observatii. 1. Din cele de mai sus deducem ca daca a, E ER, 0=(Xp)uz0, P=(Yu)uz0

atunci o< 8 este echivalent cu aceea ci f-a €P, adici | B —a)€EP, deci cu existenta lui

nEN si ceQ,* astfel incét y,-x, >c pentru orice n >n, .

Convenim sa numim ordinea de mai inainte ordonarea naturala de pe R.
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2. Pentru a€Q convenim s notim pe ig(a) prin a,adicd a=(a,a,..) .

Teorema 4.3.2. Ordonarea naturali de pe R (data de P) este arhimedeeana.
Demonstratie. Conform Definitiei 4.1.8, pentru 0=(a,) ,»0€C(Q) va trebui sa
demonstram cd exista m,EN astfel incat o <m, .

Conform Lemei 4.2.2 exista MeQ.,* astfel incit a, < M pentru orice nEN.
Alegand m,eN astfel incat M<m, deducem ca a,<m, pentru orice n€EN, adicd ¢ <m, . R

Urmatorul rezultat este imediat:

Lema 4.3.3. Daci 0=(a,),0<C(Q) si existd ccQ.* si ngeN astfel incit pentru
orice n >n,, | a,| < ¢, atunci ‘5‘ <c.

Observatie. Conform Teoremei 4.3.2, fiind dat e€R, £>0, existd &, €Q.* astfel

incat €<g, astfel ca in definitia limitei unui sir din R nu conteaza daca € este real sau
rational.

Lema 4.3.4. Fie a = (a,) .0 €EC(Q). Atunci a =lim Z (adica orice sir Cauchy
n—

de numere rationale converge in R).
Demonstratie. Fie €€Q.*. Exista noeN astfel incat pentru orice m, n > ny , |a, —

ay|<&. Atunci pentru m>n, avem | a —a |=‘a -a, <¢ (caci 0-a,= (8, — ay) w0 ), adica

a=lma, . W
n—w

Teorema 4. 3.5. Corpul R este complet .
Demonstratie. Fie (X,) ;> un sir Cauchy de numere reale.

. . . A — 1
Conform Lemei 4.3.4, pentru orice nEN gisim a,€Q astfel incat | x, - a, [<—
n

(in partea dreapta este vorba de fapt de ( n)™" 1)
Cum (X, ) >0 este Cauchy, deducem ca fiind dat €>0 (de exemplu £€€Q) existd

I . . &
noEN astfel incat pentru orice m, n > ny sd avem | x, —X,, [<—.

3
: NV . .
Fie n;eN, n;>n, astfel incat —sg. Atunci pentru orice m, n > n; avem
n
— — — _— £ E &
an—am‘: an—xn+xn—xm+xm—am‘ﬁ a, —x, +‘xn—xm‘+ X, —a, < _§+§+§=€.

Adica (Z)WO este sir Cauchy de numere rationale. Conform Lemei 4.3.4 existd x = lim a,,
2 n—oo

in R. Deoarece pentru n suficient de mare | X, —X | < < | X,-a, | | @, -Xx | deducem ca

x=limx,, adica R este complet. B
n—»o0

Definitia 4.3.6. Un corp ordonat K se zice complet ordonat daca orice parte
nevida minorati a sa are o margine inferioara.

Observatie. Fie K un corp complet ordonat si ACK, A#(, A majoratd. Atunci -A
este minorata, sup A exista si sup (A) = - inf (-A).
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Lema 4.3.7. Daci x, yeQ, atunci :

() x<y =i <io();

(i) x<y <ioM)<ioy);

(iii) Pentru orice a€R existi x, yeZ astfel incit ig (x) < a <ig (y) .

Demonstratie. (1). S& presupunem cd x<y, adicd y-x>0. Cum ig(y)-io(X)=lo(y-x)
deducem cd ig (y) >ig (X) < 10 (X) <ia (y) .

Reciproc, sd presupunem ci ig (X) < ig (y), adicd ig (y-x) >0= y-x€P, deci pentru

0, y-x>e>0 2> y>x < xJy .
(i1). Rezultd din injectivitatea lui i .

(iii). Fie a€R si (X,) ixo € 0. Atunci (X,) 10EC(Q), deci pentru e€Q.,* existd neeN
astfel Incét | x, —x, |<€ pentru orice n > ne sau x, - €<x,<Xx, +& pentru orice n > ne .

Luand x, yEZ astfel incat x<x, -€ si x, +&<y deducem ca x,—x>0 si y — x,>0

pentru orice n > ne deci (X )ns0— (X, X, ... ) =(Xy—=X )20 €P s1 (V,¥,-...)—(Xn)nx0

=(y- Xa) n20 €P, adicd ig (x) < @ <ig(y) .

Lema 4.3.8. Fie a, BER si (u,) n50 » (Vo) ns0 EC(Q) astfel incit
iQ (um) <a< B < iQ (Vm)
pentru orice m €N §i (Up) w0 —( Vm ) m>0 EN(Q) . Atunci o=f .
£
3

Fie acum (X, ) ,>0€0 $i (V) n>0€P - Din inegalitatea din enunt deducem ca iq(uy,)<a

Demonstratie. Fie €>0. Exista moeN astfel incat |v,, —u,, |<

. . . . A £
deci pentru m=m, avem (Xn—umO )us0E€P prin urmare existd ne’ €N astfel incat XUy > -3

pentru n>n:". Tot din inegalitatea din enunt rezultd ca P<ig(vn) deci pentru m = m, avem
(V, -Yn) n20€EP, adicd existd ne’’ €N astfel incat Vs, = Yo >—§ , pentru orice n > n¢’’, de

£ & 2¢ 26 & 2¢
unde y, — x, < v, +—-u, +—=v, —u, +— <|v +—<—+—=
m, 3 m,

3 M M3 373 3

urmare, y, —X,<€ pentru orice n >max (n¢’, n¢'’). Dar o < . Atunci (y,—X,) n=0EP, deci

&, prin

—Uu
my mo

rrr

existd n¢’’’ €N astfel incat y,-x, >-€, pentru orice n >n¢ *’’.

Atunci | X, — y, |<€ pentru orice n>max (n¢’, n¢’’, ng’’’), de unde o=p.1H

Teorema 4.3.9. Corpul ( R, <) este complet ordonat .

Demonstratie. Fie ACR nevida si minoratd iar A, multimea minorantilor lui A.
Cum A, #9, existd BPEA, astfel incat B < a pentru orice aEA. Din Lema 4.3.7, (iii) rezulta
existenta unui z€Z astfel incat i (z) < B, adicd iq (z)EA, .

Fie xo=max{z€Z : i (z)EAo} ; atunci i(Xe)EAy si ia(Xet+1)&A,. Presupunem ca
am obtinut un x,€Q (k>0) astfel incat io(xx )EA) $i 1o ( Xk + # YEA,

n
1Ok+1

A . . n . .
Notand ny = max{0<n<9 : ig(x)+ EAp} S1 X5, =X, +10% se obtine, prin

inductie, un sir (x; ) x0€Q astfel incat
(1) ig (x¢ )EA, pentru orice kEN ;
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(2) io(x, + #)%Aopentm orice kEN ;

n
(3) xp = x4 +10ﬁ .

Din (3) si din definitia lui ny rezultd x,,, =x, +15ﬁ, de unde pentru n > k
obtinem X, —Xi = Xy—Xpn 1M Xn 1—Xn 2t A X1 =X <
1
L9009 9 9 1 1) 9 W+ 9 10 1
10 +10H +"'+10k+1 T o0k +E+'"+10n—(k+l) - 10k+1' 1_i < 10k E_W
10

deci ( x,) 120€C(Q). Fie a=(x, )n20 €R si sd demonstram ca a=inf A.
Pentru aceasta vom demonstra ca

() iQ(Xk)fafiQ(Xlﬁ'lo%) pentru orice kEN.

Din (3) deducem cd xo < x; <. .. <x¢ <. . ., deci ( X;-Xg ) n20E€P pentru orice kEN,

adicd iq ( x¢) <(x,),., =0 pentru orice kEN.

Am demonstrat mai inainte cd X, —x;<

1k , pentru n>k, adicd [xk +1(:kj -x,>0

. . 1 .
pentru n >k, deci a <ig [xk + "j pentru orice keEN.
10
Am aratat astfel inegalitatile ().
Sa demonstram acum ca a este minorant al lui A. S& presupunem ca exista YEA

astfel incat y<a. Atunci i (xx) <y<a<iqg [xk + 1"j pentru orice kEN.
10

Dar lim| x, + L x; |=lim L 0, de unde tinand cont de Lema 4.3.8 deducem
k> 10% k—w 10k ’

ca y=a, absurd, deci a€A, .
Sé aratdm acum ca o este cel mai mare minorant al lui A. Presupunem ca exista

BEA, astfel incat a<f. Din (3) deducem ca pentru fiecare kEN exista a (EA astfel incat
. 1 . . .

a <iq (x, +W). Cum B este minorant al lui A si o (€A deducem ca f<a \ de unde

. . 1 .

io ()< a <P <ig(x* + W) de unde deducem (conform Lemei 4.3.8) ca a = B, absurd !.

Decia=infA. &

4.4. Multimea numerelor irationale I

Complementara in R a lui Q o vom numi multimea numerelor irationale $i o vom
nota cu I (deci I=R\Q), vezi observatia de dupa Definitia 4.2.7.

Sa demonstram de exemplu ca V2 el. Daci presupunem prin absurd cd V2 eQ,
atunci putem scrie \/5 =m/n, cu m, neN" si (m, n)=1. Deducem imediat ca 2n’=m’, adica

2 - . o o * A . 2 2
m" este numar par, deci m este par, adicdi m=2m,, cu m;eN . Inlocuind deducem n° =2m,~,
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.o * .. o A o . e o
adicd n=2n;, cu n;eN . Contradictia constd in aceea ca 2|m si 2|n, contrar presupunerii ca
(m, n)=1.

Observatie. Mai general, se demonstreaza , analog, ca dacd xeQ, ne N, n>2 si
x#d", pentru orice de Q, atunci 4x el. Deci 32/3 el, i/? el.

Si mai demonstrim de exemplu cd log,3€l. Intr-adevir, daci prin absurd
log,3€Q, atunci existi m, neN" astfel incat (m, n)=I si log,3=m/n <2™" =3 < 2™ =3",

ceea ce este absurd deoarece (2, 3)=1 (mai general deducem ca daca m, ne N", (m, n)=1,
atunci log,nel).

Lema 4.4.1. Daca xeQ, yel, atunci x+yel, iar daci x+0 atunci xyel.
Demonstratie. Am vazut ca (Q, +, -) este corp. Notdnd z=x+y, daca prin absurd

zeQ, am deduce ca y=z-xeQ, ceea ce este absurd. Analog pentru partea a doua. m
+
De exemplu, 1+ V2 el, 1_2\/5 el
Lema 4.4.2. Operatiile de adunare si inmultire nu sunt operatii interne pe I.
Demonstratie. Fie x=1+ V2 si y=1- V2. Cum 1€Q iar 2 eI, conform lemei

precedente deducem ca x, yel. Cum x+y=2 iar xy=-1, deducem ci x+y, xyeQ. m

Observatie. Cu toate acestea, este posibil ca pentru x, yel sa avem x+yel sau
xyel (chiar simultan !).

De exemplu, daca x =2, y =./3, atunci x, yel si xy =6 €l. Sa demonstram ci
si x+yel. Fie pentru aceasta z=x+y=+/2 +4/3 . Daca prin absurd ze Q, atunci 7=5+2+6,
de unde am deduce ci V6 =(z* -5)2€Q, absurd ! .

Sa prezentam acum cateva rezultate importante legate de numerele irationale.
. < . 1., .. 1 1 1
Stimca e=Ilim(1+—)" =lim(l+—+—+..+—).
n—o0 n n—ow 1’ 2’ n!

Teorema 4.4.3. Numarul eel .

Demonstratie. Si presupunem prin absurd ci ecQ, adici e=a/b, cu a, beN". Pentru

orice ke N, k>b, cum b | k! deducem ca numarul ¢ = k!(%—l—%—%—...—%) el.
Insd 0<c= ! + ! +..< ! + ! +..= o1 :l<1
k+1 (k+D(k+2) k+1  (k+1)? k+1 1 k
k+1

Contradictia provine din aceea cd ce(0, 1), iar mai inainte am dedus ca ceZ. In

concluzieecl. W

Pentru a demonstra ca si alte numere importante sunt irationale se utilizeaza un mic
,, truc 7, considerand o anumita functie (de obicei polinomiala).

. def .n 1—x)" 1 2n
Pentru neN | fie f(x) 2 xd=x :—'Zcmx’” ,unde ¢ €7, pentru n <m < 2n.

n! !
m=n

Pentru0<x<lavem0<f(x)<i’.
n:
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Este clar ca f(0)=0 si ca f™(0)=0 daci m < n sau m >2n, iar dacd n < m < 2n avem
fm(0y="2 ¢, e,
n!

Deducem ca o concluzie ca f, ca si toate derivatele sale iau valori intregi in x=0 si
cum f(1-x)=f(x) aceeasi concluzie este valabila si in x=1.

Ca un corolar la acest mic truc s demonstram:

Teorema 4.4.4. DaciyeQ’, e el.

Demonstratie. Fie y=h/ke Q" si sa presupunem prin absurd ci ¢’ Q.

Atunci e"=¢" € Q sisa punem e’ =a/b, cua, beN",

Consideram (pentru n suficient de mare dupd cum se va vedea in final) functia :
x"(1-x)"

def
' si F(x) =" f(x)-h* f1(x)+...—hf @D (x)+ f®"(x), pentru orice
n.

S(x)
xeR.

Tinand cont de cele de mai sus deducem ci F(0), F(1) eZ.

De asemenea [e”xF(x)] C el [AF(x)+ F'(x)] = h*"'e™ f(x), oricare ar fi xeR.

! 1
Deducem ca: b[h*"*'e" f(x) dx=be" F(x) - aF (1) - bF(0) €Z.
0

bZnh

1
Cum insd 0<f(x)<l/n!, deducem cd 0<b[h*""'e™ f(x) dx < <1 pentru n
0

2 \n
suficient de mare (caci @

— 0 pentru n—) ceea ce e contradictoriu !. Deci e’cl. B

Considerand o functie f asemanatoare celei pentru care am demonstrat cd ¢’el

pentru ye (02* putem demonstra:

Teorema 4.4.5. Numarul nel.

Demonstratie. Sa demonstram la inceput cd daca neN, ge Z[X], atunci f(x)=x" g(x)
are toate derivatele sale in 0 Intregi divizibili prin n!.

Intr-adevir, orice termen al lui g(x) este de forma ex! cu e, j€Z, c#0, j>0 iar
termenul corespunzitor in f(x) este cx’". Astfel daci vom demonstra lucrul acesta pentru un
singur termen al lui f, atunci el va rezulta in general pentru f. Pentru x=0 este usor de vazut
ci cx™ si derivatele sale sunt zero, cu o singurid exceptie si anume la derivata sa de ordin
j+n care este egala cu c[(j+n)!] si cum j>0 deducem ca n! | c[(j+n)!]. S& revenim acum si sa
demonstram ca nel.

Presupunem prin absurd ¢i © =a/beQ (cu a, beN") si s considerdm polinomul

x"(a—bx)"  b"x"(m—x)"

S(x)=

' ' (n va fi pus in evidenta ceva mai tarziu).
n n

Consideram g(x)=(a-bx)" ; conform celor remarcate la Inceput putem trage
concluzia cd x" (a-bx)" si toate derivatele sale calculate in 0 sunt intregi divizibili prin n!.
Prin urmare, impartind prin n! deducem ca f(x) si toate derivatele sale calculate in x=0 sunt

intregi, deci f /) (0)eZ, pentru orice j=1, 2, ...(cu f © =f). Cum f(n-x)=f(x) deducem ci

-1y f 9 (rx) = f V) (x), pentru orice j>1. Considerand x=0 deducem ca f ) (myez, pentru
orice j=1, 2,....

Fie F(x)=f(x) - f?(x) + fYx) - fOx) +.. .+ (-1)" {*"(x).

Deducem ci FP(x) = fP(x) - f9%x) + fO%x)- f¥x) +..+ )" f*(x) (cici
f2"*?(x) =0, f fiind polinom de grad 2n).

Deducem ci F(x) + F®(x) =f(x) iar de aici ci F(0), F(n)eZ.
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Cum (F'(x) sin x-F(x) cos x)'=F"(x) sin x + F(x) sin x = f(x) sin X, deducem ca :

][f(x) sinx = (F’(x)sinx—F(x)cosx)g =F(m)-F(0) €Z.
0

Vi
Vom demonstra insa ca pentru n suficient de mare avem 0 < j f(x)sinx dx<1 si
0
atunci contradictia va fi clara.

n_n n_n

Cum pentru x€[0, =], f(x)<7[ 9 deducem ci f(x)sinx<” a

si astfel

Vi n_n n
O<I f(x)sin x <24 (7a)
0 n

7 <1 pentru orice n>n, caci o 0 pentru n—cc. W
n:

In legédtura cu felul in care functiile trigonometrice genereazd numere irationale

prezentam:

Teorema 4.4.6. Fie 0 un multiplu rational de n (adici 0=r-w, cu reQ). Atunci
sin 0, cos 0, tg O<l, cu exceptia cazurilor cand tg 0 nu este definit iar cos 0, sin 6€{0,
+1/2, 1}, tg 640, £1}.

Demonstratie. Pentru orice numar natural n vom proba prin inductie matematica
existenta unui polinom f,e Z[X] de grad n cu coeficientul dominant 1 astfel incat 2 cos n6=
=f,(2 cos 0), pentru orice O R.

Cum 2 -cos 20 =(2 cos 0)*-2 deducem ci f;(x)=x si fr(x)=x" 2.

Cum 2-cos(n+1)0=(2cos 0)(2 cos nB)-2cos (n-1)0 deducem ca f,. (x)=xf,(x)-f,.1(x)
si astfel prin inductie matematica existenta polinomului f; este asigurata.

Fie acum neN" astfel incat nreZ. Dacd 0 = r 1 rezulta ca f,(2cos 6)=2cos no =
=2cos nr T = 2 (,,+” daca nr este par §i ,,-” daca nr este impar). Astfel 2cos 0 este solutie
a ecuatiei f,(x) = 2=0.

Eliminand cazul cos6=0, cum 2cosH este radacina unei ecuatii de forma f,(x) £2= 0
cu coeficientul dominant 1, daca 2 cos 0 Q, cu necesitate 2-cos0eZ”. Cum —1<cos 0 < 1
deducem ca 2 cos 0 =1, 2, adica cos 6e {£1,£1/2}.

Astfel, in cazul lui cos 6 teorema este demonstrata .

In cazul Iui sin 6, daci O este multiplu rational de 7, la fel este si 7/2-0 si din
identitatea sin 6=cos (n/2-0) deducem concluzia teoremei pentru sin 6.

In final din identitatea cos 20=(1-tg’0)/(1+tg’0) deducem ca daci tgd<Q atunci si
cos 20eQ. Tinand cont de cele stabilite in cazul lui cos 6 deducem ca cos 20 =0, +1/2, £1.

Daca cos20 =0, atunci tgd = + 1; daca cos26 = 1 atunci tg 6 = 0 iar daca cos 26 =-1,
atunci tg 6 nu este definita.

Daca cos 20 = +1/2 atunci tg 6e{* V3, +1/43 } si cu aceasta teorema este
demonstrata. m

Teorema 4.4.7. Numarul e nu este irational patratic.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca existd a, b, ceZ, nu toate nule, astfel
incat ae” +bet+c=0. Cum e<I avem a=0 si c#0. Si presupunem de exemplu ci a>0.

Atunci ae + b +ce ' =0, a>0, c20.

Reamintim ca L Z(_l) .
e 20 k!
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_1)k

Sa notdm B, =n! i
k=0
_n\n—k-1
p=my L L !
ot K n+l (n+D)(n+2) (n+)n+2)(n+3)
1 1

- <b, < .
n+l (m+Dn+2) n+l
Astfel: (x) n!(ae + b+ ce”')=(aA, + bn! +cB,)+(aa, + (-1)""'cb,)=C,+c,=0

unde C,=(aA, + bn! + ¢B,)eZ si c,=aa,+(-1)""'cb, ,n>1.
Alegem acum n astfel incat n > 2a+c| si (-1)*'c >0. Cum a>0 avem ci

;avem cd B,eZ, n=1, 2, ... si sd mai considerdm si

Avemcd 0<

2a+|c
0<c,=aa,+(-1)""cb,< 0 ‘ <1, ceea ce contrazice (*). ®
+

n

4.5. Numere algebrice si numere transcendente

Definitia 4.5.1. Un numir aeC se zice algebric daci existia fe Q[X], f = 0 astfel
incit f(a)=0. Un numair ce nu este algebric se zice transcendent.

Evident, orice numar rational este algebric .

De asemenea, i=+/—1 este algebric (fiind solutie a ecuatiei algebrice X*+1=0).

Daca un numir algebric o este ridicina unui polinom nenul feQ[X] de grad

minim n, vom spune ca a este de grad n (astfel un numar rational este algebric de grad 1).

Teorema 4.5.2. Multimea numerelor algebrice este numarabila.
Demonstratie. Cunoastem cd orice numar algebric o este solutie a unei ecuatii:

a, X" +a, X' +..+tap=0cuaeZ,0<i<n,n>1 nu toti nuli. Daca notam N=n+t|ag|+...+|a,|,
atunci cu necesitate N>1. Pentru fiecare n fixat existd numai un numadr finit de ecuatii
algebrice de forma celei de mai sus si fiecare dintre acestea au numai un numar finit de
solutii.
in concluzie, numarul numerelor algebrice corespunzatoare lui N este finit; fie Ey
multimea acestora. Cum multimea E a numerelor algebrice este o submultime a multimii
UEy (care este numarabild), deducem ca E este numarabild.m

N2
Ca un corolar deducem imediat:

Teorema 4.5.3. Atit in C cét si in R, multimea numerelor transcendente este
numarabila.

Teorema 4.5.4. (Criteriul lui Liouville ) Fie f€Z[X] ireductibil de gradul r > 2,
aER o radacina a lui f si p, q€Z cu q=N*. Atunci existd un numir real ¢ > 0 ce nu
V4

a-LZ
q

C
>— .
r

q

depinde de p si q astfel incat

Demonstratie. Fie f =ayta;X+...+a, X " €Z[X] polinomul minimal al Iui a. Putem

presupune ca | — £ (caci in caz contrar putem lua c=1).

Atunci fie o=a 1, d ,, ..., 0 ; toate radacinile lui f (conform Teoremei 5.2.3 acestea
[l a; — 2
i=2 q
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q
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unde ¢’ >0 este o constanta ce nu depinde de p si q.

e

Observatie. Criteriul precedent exprima faptul cd, intr-un anumit mod, numerele
algebrice nu pot fi suficient de bine aproximate prin numere rationale.

Pe de alta parte,

1 . <
z—si astfel teorema este demonstrata. B
q

1
Corolar 4.5.5. Numarul ¢ = Y}, — este transcendent (adicd nu este algebric).

n!
n>1

Demonstratie. Sa aratim la inceput cd 0€ Q. Daci prin absurd a=£€(02 cu p,
q

r

qEN*, atunci considerand un numar intreg k>1 si inmultind relatia o== cu 3*'g obtinem

o relatie de forma a =b+q > cu a, b €Z. Este suficient sa aratam ca numarul

—k |
r12k+13n'k'

d=q Y3 "' @Z pentru k suficient de mare. Un astfel de k existd deoarece d este restul
n > k+l

unei serii convergente ; deci a&Z.
Sa presupunem acum cé a ar fi algebric. Atunci polinomul minimal al sau ar avea
gradul r >2. Fie ¢ constanta din Criteriul lui Liouville de mai sus asociata lui a. Consideram

k
k>1 intreg si s=33""'. Atunci avem ‘a—s‘ = Y3™"'. Luand k suficient de mare,
n=1 n > k+l

. . . ! —n! . . . . . .
obtinem inegalitatea 3" Y37 < ¢ ceea ce contrazice Criteriul lui Liouville, absurd!. ®
n > k+l

In continuare vom mai prezenta si alte exemple.

Teorema 4.5.6. (Hermite) Numirul e este transcendent.

t
Demonstratie. Fie 1(t)=[¢' ™ f(x) dx, definita pentru t > 0, unde fe R[X] este un
0

polinom de grad m. Integrand prin parti obtinem: 1(z) =" gf A= fj 90 .
Jj=1 Jj=0

Se observi ci daci prin f desemnim polinomul ce se obtine inlocuind coeficientii
lui f cu valorile lor absolute, atunci :

| 1) |<[] e f(x) | dx<te' f(D).
0

Sé& presupunem acum prin absurd cé e este algebric. Atunci exista ay, aj, ...,a,€Z
cu ap# 0 astfel Incat agtae +...+a,e" =0.

Fie f(x)=x"" (x-1)"...(x-n)’ unde p este un numdr prim (care va fi convenabil ales).

Atunci gradul lui f este (n+1)p-1.

Fie J=a,1(0) + a,1(1) +.. +a,l(n). Avem J =-3 Sa, f9 (k).

7=0k=0

Insa pentru 1< k <n avem 9’ (k) = 0 pentru j<p si £V’ (k) = Cép! g!7P)(k) pentru
j=p, unde g(x) = f(x)/(x-k)". '

Atunci pentru orice j, f /) (k) este un intreg divizibil prin p!.

Mai mult, avem ca f /) (0)=0, pentru j<p-1 si f ¥’ (0) = Ca (p-D!- h?"(0) pentru

j>p-1, unde h(x)=f(x)/x"". Evident h?(0) este un numar intreg divizibil prin p pentru j>0 si
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h(0)=(-1)™ (n!)°. Atunci pentru j=p-1, f ¥’ (0) este un intreg divizibil prin p! si f *" (0) este
intreg divizibil prin (p-1)!, Insd nu prin p pentru p>n. Rezultd ca J este un intreg nenul
divizibil prin (p-1)!, deci | J | = (p-1)!.

Pe de altd parte, tinand cont de faptul ci 7 (k)<(2n)™ si m<2np deducem ci
|[T|<a)lef (1)+...+]a ne" £ (n) < e pentru un anumit ¢ ce nu depinde de p.

Alegand p prim suficient de mare (astfel incat (p-1)!>c’) ajungem la o contradictie
evidentd, de unde rezultd ca presupunerea ca e este algebric este falsa, rezultdnd deci ca e

nu este algebric, adica este transcendent. W
Corolar 4.5.7. Numarul eel.

Observatie. Desi irationalitatea lui e rezultd din aceea cd e este transcendent
trebuie retinutd si demonstratia precedentd pentru faptul ca e este irational, fie si numai
pentru frumusetea metodei folosite.

Teorema 4.5.8. (Lindemann) Numarul 7 este transcendent.
Demonstratie. Sa stabilim la Inceput aga- zisa ,,identitate a lui Hermite:

Fie fe R[X] de grad n si F(x)=f(x)+f '(x)+...+f"(x).

Atunci ex]f(t)e*’dt =F(0)e" — F(x), pentru orice xeR.
0
Intr-adevar, integrand prin parti obtinem relatia: Tf e 'dt= f(0) - f(x)e™ + ff (e dt .
0 0

Repetand de n+1 ori integrarea prin parti obtinem egalitatea: [ /(r)e”'dt = F(0) — F(x)e™,
0

din care rezultd acum identitatea lui Hermite.

Sé revenim acum la demonstrarea transcendentei lui m.

Pe langa identitatea lui Hermite vom mai folosi si ecuatia ™ +1=0.

Sa presupunem prin absurd ca m este algebric. Atunci y=ni este de asemenea
algebric; fie n=gradul lui y §i y=y1, Y2...y. conjugatii lui vy.

Cum €' +1=0, avem ﬁ (1+¢e”)=0 de unde deducem ca :
i=1

1) ]ﬂ[(l+e”)= i iem*“‘”m =0
i=l &0 g,70
Presupunem ci in relatia de mai sus sunt exact m exponenti nenuli si a=2"-m care
sunt zero (a > 1). Atunci, daca o, ..., oy, sunt exponentii nenuli putem pune relatia (1) de

mai sus sub forma 2) a+e”™ +..+e" =0, ax1.
Vom arata ca numerele a,..., o4, formeazd multimea radacinilor unui polinom

yeZ[X] de grad m.

1 1
Pentru aceasta sa observam cd polinomul ¢(x)= [] ..[[[x—(&y +.-+&,7,)]

=0 &,=0
considerat ca polinom 1in vi,..., ¥, cu coeficienti in Z[X] este simetric in yy,..., y,, deci

o(x)eQ[X].

Atunci radacinile polinomului @(x) (de grad 2" ) sunt o, ... 0, si 0 (cu multiplicitate
a). Deci polinomul x™ @(x)e Q[X] (de grad m) are drept radacini pe a,...,0n.
Dacd reN este c.m.m.m.c al numitorilor coeficientilor acestui polinom atunci

y(X)=(7/x)(x)=bx"+ ... +b;xtbye Z[X] (b >0, by0) are exact ridacinile o, ..., Oy,
In identitatea lui Hermite vom considera succesiv x=a,,..., O
Daca adunam si tinem cont de (2) obtinem :
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m m 27"
3) —aF(0)— Y F(a,)=Ye™ | f(edt
k=1 =0

De aici demonstratia transcendentei lui m merge ca si in cazul transcendentei lui e.
Pentru aceasta in (3) vom considera:
1 1 ne 1 1 e
(4) f(x) _ bnr:m lxn ll//n(x) _ 7br(nm+l)n lxn l(x _ al)nm(x _ am)n
(n—1)! (n—1)!

unde n este un numar natural ce va fi ales suficient de mare. Vom demonstra ca alegand pe
f ca mai sus, din (3) vom ajunge la o contradictie.

Obtinem imediat relatiile:

f90)=0,1=0, 1,...,n-2
f(n-l)(o): b’::lm—lbél
(%)
1n-1

F(0)= Wz 0 =b""pf +n4 (AeZ)

I=n-1

Cum o este o radacina a lui f(x) de multiplicitate n obtinem ca
©6) £%)=0,1=0,1,...n-1, k=1,2,...,m.
Analog ca in cazul lui e derivata de ordin 1 a lui x""y"(x) are coeficienti divizibili
prin n!. Deci pentru I > n coeficientii lui f(x) sunt intregi si divizibili prin 5™ '
Atunci din (6) deducem ca

(7) F(ay)= (m%):nil ) =nb™ ' d(a; ), k=1,...,m cu D(z)eZ[z].

I=n—1
Numerele Bi=b,ay, k=1,...,m sunt intregi algebrici ce formeaza multimea radacinilor unui

polinom de grad m din Z[X] cu coeficientul dominant 1.
Mai mult, 5" ®(oy) = H(B\), He Z[X].

Atunci  (8) S b (e, )= H(S,)=B, BeZ.
k=1 k=1
Din (5), (7), (8) deducemca: (9) aF(0)+ iF(ak )=abyb™" +n(ad+B) .
k=1
Fie acum neN" astfel incat (n, beb,)=1 si n>1. Membrul drept al lui (9) este un
intreg nedivizibil cu n si deci nenul, de unde :  (10) | aF(0) + iF(ak) >1.
k=l

Sa cautam acum o majorare a membrului drept din (3).

Sa presupunem ca toate punnctele a,...,a, sunt continute in cercul [x| < R si sa
Rn—l "

(n-1n!"

notim max ‘b,’:,'y/(x)‘ =c, cu ¢ nedepinzand de n. Atunci max |/ (x) <
MSR MSR

Exista deci ng astfel incat pentru orice n=>n, ce satisface (10) sa avem inegalitatea (11):

m a ) m o i n—leR m o R (RC)"
Y [ f(x)edy< Y| ‘f(x)‘ s x| < " Yl [d<me” ——
k=l 0 k=1| 0 (n=D' 2o (n=1!

Din (10), (11) si (3) deducem ca 1<I -absurd! . |
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Capitolul 5

CORPUL NUMERELOR COMPLEXE (C,+,)
5.1. Constructia corpului numerelor complexe (C,+,°)

Scopul acestui paragraf este de a identifica corpul R al numerelor reale cu un
subcorp al unui corp comutativ C in care ecuatia x> = -1 are solutie.

Pentru aceasta vom considera C=R xR iar pentru (x, y), (z, t)€C definim :
(x, Y)H(z, O=(x+tz, y+t)
(X, y)(z, t )=(xz-yt, xttyz).

Teorema 5.1.1. (C, +, - ) este corp comutativ in care ecuatia x’=-1 are solutie.

Demonstratie. Faptul ca (C, +) este grup abelian se probeazd imediat (elementul
neutru este (0,0), iar pentru (x,y)€C, -(x, y)=(-X, -y)).

In mod evident inmultirea este comutativa.

Pentru a proba ca (C*, - ) este grup, fie (x, y), (z, t), (r, s)€EC. Deoarece (X, y)[(z,
t) (1, s)|=[(X, y)(z, V)](r, s)=(xzr-xts-yzs-ytr, xzstxtr+yzr-yts) deducem ca inmultirea este
asociativa. Cum (x, y)(1, 0)=(1, 0)(x, y)=(x, y) deducem ca elementul neutru fatd de

inmultire este (1, 0) . Fie acum (x, y)€C* (adicd x#0 sau y#0). Egalitatea (x, y).(x", y' )=

=(1, 0) este echivalenta cu xx’-yy'=1 si xy’+yx'=0, de unde x'=— al > siy'=-— 4 5
X +y X +y

El

adicé(x,y)'l=[ SIS ]

eyt Pyl
Cum pentru (x, y), (z, 1), (r, $)€C, (x, y)[(z, )+, $)I=(x, ¥)(z, DHEX, y)(x, )=
=(xz+xr-yt-ys, xt+xs+yz+yr) deducem ca inmultirea este distributiva fatd de adunare, adica

(C, +, -) este corp comutativ.
Sa notam i=(0, 1). Cum i*= (0, 1)(0, 1) = (-1, 0) = -(1, 0) deducem ci ecuatia x*=-1

are solutie in C. ®

Observatie. Se probeaza imediat ca ir:R—C, ir(x)=(x, 0) pentru orice xER, este
morfism de corpuri (deci functie injectiva).

In felul acesta R poate fi privit ca subcorp al lui C. Am construit astfel sirul de
multimi NeZcQcR<C.

Deoarece pentru z = (x, y)€C putem scrie z = (x, 0)+(y, 0)(0, 1), tindnd cont de
identificarile anterioare deducem ca z se poate scrie (formal) sub forma z = x+iy (cu i = (0,
1) iari’=-1).

Multimea C poartd numele de multimea numerelor complexe, iar (C,+, ) corpul
numerelor complexe. Elementele din C\R se zic pur imaginare.

Daca z = x+iyeC cu x, yER, atunci x se zice partea reald a Wi z iar yi partea
imaginard a lui z (y se numeste coeficientul partii imaginare ).
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Pentru z€C, z = xHy, definimz=x—iy (ce se va numi conjugatul lui z) si

|zl =4/x> +y* (|z| poartd numele de modulul lui z ).

Propozitia 5.1.2. Fie z, z,, Z,€C. Atunci
(i)zeER=z=z

o - 2
(ii) z=z ,z-z:‘z‘

o T — = (z) =
(ii) z, £z, =2, %z, , z,2,=2, z, , |—|==L (cuz#0)
) Z,
z z
—L =u (cu 2,20).
| |z

@iv) || = \2
|25

) ‘zl +22‘S‘zl‘+‘zz‘,

2] 22‘2‘21‘ ‘22‘7

Demonstratie. (i). Fie z=at+ib. Daca z€R, atunci b=0, deci z=a=z fardacd z=z

atunci b =-b adica b=0, deci zeR.
Sa mai probam inegalitatea |z,+27,|<|z,|+|z,| (celelalte probandu-se imediat). Alegem

Z=X,Hy; §i Z,=X,Hy, cu Xy, X2, Y1, Y2ER si astfel

|21+ 25[<|z)|+|z,| = \/(x1 +x2)2 +(J’1 +J’z)2 < \/Xl2 +)’12 +\/X§ +J/§ And

2, .2 2, 2 2, .2, .2, 2 /( 2 2i 2 2i
XX, 200+ yf ¥ +201y0 S X+ Y +x5 5 + 2400 47 e +0)

< (xx + ) < (xl2 +yi szz + y§)<:> (x,32 —x,0,)* >0, ceea ce este evident.

Egalitate avem daca S22 _ ) cu 2 €R, adicd z1=4z,. A
i 2

. .. .. < . . a b
Observatie. Asociind fiecarui numér complex z = a+ib matricea [ ] se
- a

. . . b .
probeaza imediat cd corpul (C,+,") este izomorf cu corpul ( ¢ J :a,b €ER Y operatiile
- a

de adunare si inmultire fiind cele obisnuite din M, (R).

5.2. Teorema fundamentala a algebrei

Daca L si K sunt doud corpuri astfel incat K este subcorp al lui L, spunem despre L
ca este o extindere a lui K.
Reamintim un rezultat clasic din algebra :

Lema 5.2.1. Daca K este un corp comutativ iar fEeK|[X], grad(f) >1, atunci
exista o extindere L a lui K in care f are toate radacinile.

Utilizand teorema fundamentala a polinoamelor simetrice obtinem imediat:

Lema 5.2.2. Fie feK][X], cu grad(f) >1 iar K este corp comutativ.
Daci L este o extindere a lui K in care f are toate riadicinile x,, ... x, iar

gcK[X|, ...X}] este un polinom simetric, atunci g(xy, ... X,)€K.

Teorema urmatoare (ce se bazeaza pe cele doua rezultate anterioare) este cunoscuta
sub numele de teorema fundamentald a algebrei :

Teorema 5.2.3. (D'Alembert-Gauss) Orice polinom fE€C[X] cu grad(f) > 1 are
cel putin o riadicina in C.
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Demonstratie. Fie f=ajta,X+...+a,X" €C[X] (a,#0) si f=ay+a; X +..+a, X"
unde pentru orice 0<i<n, 4, este conjugatul lui a;.

— 2n — J—

Atunci f.f:kzocka ,unde ¢, = 4 Zkaiaj , 0<k<2n si cum ¢, =¢, pentru orice

= i+ j=
0 <k<2n, deducem ca /- f ER[X].

Sa presupunem ca teorema este demonstratd pentru polinoamele din R[X]. Atunci
exista ac C astfel incat (f . fXa)zO & fla)f(a)=0< f(a)=0 sau f(a)z 0.

Deci este suficient sa presupunem ca fER[X]. Dacd gradul lui f este impar, cum
functia polinomiald atasatd lui f este continud iar la +oo ia valori de semne contrare,
deducem ca exista acR astfel incat f(a)=0.

Fie acum n=grad(f), n=2"p, cu kEN si p impar ; facem inductie matematica dupi k.
Pentru k=0 totul rezulta din cele de mai inainte (gradul lui f fiind impar in aceasta situatie).
Sa presupunem afirmatia adevidrata pentru toate polinoamele fER[X] al caror grad se
divide prin 2! si nu se divide prin 2.

Conform Lemei 5.2.1 existd o extindere L a lui C in care f are toate radacinile
X1,...Xn. Pentru a€R consideram elementele Ziai =xx; + a(xi + xj) , 1<i<j<n (in numaér de

C?). Considerand polinomul £, = T[] (X —zi"i) acesta va avea gradul egal cu
1 <i<j< n ;
-1) 2 pl2f p-1 . T .
Cf:n(nz 1): P (2p ):2"*l p' cu p’ impar. Coeficientii lui f, sunt polinoame

a
ij B

coeficienti, ca polinoame de xj, X,,...X, sunt simetrice, deoarece orice permutare a acestora

simetrice de ZZ Mai mult, avand in vedere expresiile lui z;, 1<i<j<n, rezultd ca acesti

are ca efect schimbarea elementelor z; s

1<i<j<n intre ele. Conform Lemei 5.2.2 obtinem
ca f, eR[X].

Cum 2| grad (f,) si 2" tgrad (f,), conform ipotezei de inductie rezulta ca f, are cel
putin o radicind complexd. Exista deci o pereche (i, j) cu 1<i<j<n astfel incat z; €C.
Facand pe a sd parcurgd multimea infinitd R rezultd ca existd a, bER, a#b astfel incat z; si
Zl}; €C. Din

: ot =y ot )
Z, =X +a(xi +xj) $1z;  =X;x; +blx; +x;
rezultd ca z; —zf; =(a—b)(xi +xi)€(C, deci x;+x,€C ; atunci xx;€C, adica x; , x;€C si

astfel teorema este demonstrati. W

Observatii. 1. Din Teorema 5.2.3 deducem imediat cd dacd feC[X], grad(f)>1,
atunci f are toate rddacinile in C. Acest lucru ne permite si afirmam cd Teorema

fundamentald a algebrei exprima faptul ca corpul C al numerelor complexe este algebric
inchis.

2. Tot din Teorema 5.2.3 deducem imediat ca in C[X] polinoamele ireductibile sunt

exact polinoamele de gradul 1 iar in R[X] sunt cele de gradul 1 precum si cele de forma
aX*+bX+c cu b’-4ac<0.
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Capitolul 6

CATEVA PRINCIPII DE REZOLVARE A PROBLEMELOR DE
MATEMATICA

6.1. Principiul lui Dirichlet

Teorema 6.1.1. (Principiul lui Dirichlet) Fie A o multime nevida iar A, A,, ...,

A, o partitie a lui A (adica LnJAi =4 iar 4, N A4; =0, pentru i # j).

i=1
Daca avem n+1 elemente a,, a,, ..., a,, 2,41 din A, atunci existd o submultime A;
a partitiei care sa contina cel putin doua elemente ale multimii {a,, a,, ..., a,, an41}.

Aplicatii.

1. Fie a;, ay, ..., a,, a,+ un sir de n+1 numere intregi diferite doua cate doud. Atunci
existd doi indici i, j €{1, 2, ..., n+1} astfel incit a, =a,;(modn).
Solutie. Impartim multimea Z in cele n clase de resturi modulo n. Cum acestea

formeaza o partitie a lui Z, totul rezulta din principiul lui Dirichlet.

2. Fie M o multime formata din n numere intregi (nu neaparat distincte). Sa se
demonstreze cd M are cel putin o parte nevida cu proprietatea ca suma elementelor sale se
divide cu n.

(Gh. Szdlosy)

Solutie. Fie M = {a;, a,, ..., a,} cu a€&Z, pentru orice i€{l, 2, ..., n}. Sa
considerdm submultimile lui M: M, = {a;}, M, = {a;, a2}, ..., M, = {a, ay, ..., a,} i sa
formam sumele: S; =a;, S, =a;+a,, ..., S,=a; +a, + ..+ a, Dacd unul din numerele S,
S, ..., Sy se divide cu n, problema este rezolvata. Daca Sy, S,, ..., S, nu se divid la n, atunci
conform aplicatiei anterioare existd p, k € N, k<p=<n, astfel incat S, =S, (modn). Atunci

multimea cautatd va fi {ay, axiz, ..., ap}-
3. Se da un cub cu latura 1. Sa se arate ca oricum am alege 28 de puncte interioare,

. < g . L - 3
cel putin doua dintre ele au distanta mai mica sau egald cu 5

Solutie. Sa Tmpartim fiecare muchie a cubului in cate trei parti egale si ducand prin
ele paralele la muchii obtinem pe fiecare fatd a cubului 9 patrate egale. Ducand plane
paralele cu fetele cubului prin punctele de diviziune, cubul este astfel impartit in 27 de

. 1 S C
cubulete, fiecare avand latura 3 Cum sunt 28 de puncte interioare, conform pricipiului lui

. . g N . 1
Dirichlet, cel putin doud se vor afla in interiorul aceluiasi cubulet de laturd e Distanta
maxima dintre cele doud puncte nu poate depasi diagonala unui astfel de cubulet, care este

V3

de —.
3

4. Fiind date 9 puncte in interiorul patratului unitate, sd se demonstreze ca exista

. . y Ao o . . C o1
printre ele trei puncte, care sa fie varfurile unui triunghi, de arie mai mica sau egala cu .
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Solutie. Unind doud cate doud mijloacele laturilor opuse in patratul dat obtinem o
A s s SN < .1 TR R, .
impartire a acestuia in patru patrate de arie h Conform principiului lui Dirichlet cel putin

unul dintre acestea va contine trei sau mai multe puncte din cele 9 considerate in enunt.
Notam EFGH acest patrat si fie A, B, C trei dintre aceste puncte continute in patratul EFGH

.1 . o - . o < <
de latura 5 obtinut ca mai inainte (vezi Fig. 1); va fi suficient sd probam ca

S pc < 5 Sgrcy - Ducand prin A, B, C paralele la EH, una din ele se va afla intre celelalte

doud, deci va taia in interior latura opusd prin care aceasta trece. Fie AA’ aceasta, cu
A’€BC; construim BB’ 1L AA’ cu B'€AA’si CC" 1L AA’ cuC’'€AA’.
Avem S 50 =S 50 + S s = % - AA'- BB’ + % A4’ CC' =
1 , , N1 1
= A4 (BB'+CC) < BH -HG = .

H G

Fig. 1
Observatie. In cazul in care punctele A, B, C sunt coliniare, demonstratia nu poate
fi facutd in acest mod, Insd atunci S ,5-=0.

6.2. Principiul inductiei matematice

in multe exercitii §i probleme se cere sa se demonstreze anumite proprietati ce
depind de un numar natural n.

Asemenea probleme se solutioneazd 1n majoritatea cazurilor cu ajutorul
principiului inductiei matematice complete care are la baza urmatoarea teorema:

Teorema 6.2.1. Daca o proprietate P(n) (depinzind de un numar natural n)
este adeviaratd pentru n=0 si pentru orice n este adeviarata implicatia logica: ,, P(n)

adeviarata = P(n+1) adevarata”, atunci P(n) este adevirata pentru orice n.

Principiul inductiei matematice se mai enuntd si sub urmaitoarele forme
generalizate:

Teorema 6.2.2. Daca o proprietate P(n) (depinzind de un numar natural n)
este adevirata pentru o valoare particulara k a lui n (deci P(k) adevarata) si daca

pentru orice numar arbitrar n > k este adevarata implicatia logica: ,,P(n) = P(n+1)”,

atunci P(n) este adevarata pentru orice n > k (pentru k=0 obtinem Teorema 6.2.1).
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Teorema 6.2.3. Daca P(n) este o proprietate ce depinde de numérul natural n
iar P(n) este adeviarata pentru o valoare particulara k a lui n si daca pentru orice

numir natural n > k este adevarata implicatia logica: ,,P(m) adevirata, pentru orice

m =k, k+1, ..., n-1 = P(n) adevarata”, atunci P(n) este adevirata pentru orice n > k.

Teorema 6.2.4. Daca o proprietate P(n) este adeviarati pentru p valori
consecutive particulare ale lui n: n = k, k+1, ..., k+p-1, (k, p € N) si daci pentru orice
numar arbitrar n > k este adevirata implicatia logica: ,,P(n) =P(n+p)”, atunci P(n)

este adevarata pentru orice n > k.

Demonstratia Teoremei 6.2.1 (ca si a celorlalte variante de mai sus) tine de insasi
construtia multimii numerelor naturale prezentata in paragraful 1.1 de la Capitolul 1.

Aplicatii.

1. Sa se demonstreze ca daca m si n sunt numere naturale nenule (m > n), atunci
numdrul solutiilor naturale de componente nenule ale ecuatiei x, +x, +...+x, =meste
crl.

Solutie. Vom demonstra prin inductie matematica relativ la n.

Fie N,(m) numirul ciutat. Evident N(m)=1= C, .

Sé presupunem cd Ni(m) = C:;:ll, pentru k = 1, 2, ..., n-1 si sd demonstram ca

Nom) = C’7}. Evident Nym) = Np(m-1) + N, (m-2) +.+ Npn-l) =

n—1
m—1>»

=C'2+C 3 +.. 4¢3 =" . Conform principiului inductiei matematice, Ny(m) = C

pentru oricen € N,

2. Sa se demonstreze ca orice orice numar natural n se poate scrie sub forma n =

=m+3qcum,q € N.
Solutie. Pentru n natural sd notdm cu P(n) proprietatea din enunt.
Vom proba ca P(4), P(5) si P(6) sunt adevarate.

Intr—adevar, 4 =1 +3:-1(m=1,q=1);5=2+3-1(m=2,q=1); 6=0+3-2
(m =0, q=2).Sa aratam acum ca este adevaratd implicatia logica: ,,P(n) = P(n+3)”, si

atunci P(n) va fi adevarata pentru orice n > 4, tinand cont de varianta generalizatd a
inductiei matematice.
Intr-adevér, din n = m+3q rezultd n+3 = m+3(q+1).

Observatie. Problema se mai poate solutiona si tinand cont de teorema impartirii
cu rest.

3. Sa se demonstreze ca orice numar natural n > 1 admite o reprezentare de forma
n=a, 12 +a, .22 +to.ta, -nlz, unde a;€{-1, +1} pentru oricei = 1, 2, ..., n; (m; €N, nu

depinde de n).
Solutie. S& demonstram la Inceput ca dacd notam prin P(n) proprietatea cerutd de
enuntul problemei, atunci P(1), P(2), P(3) si P(4) sunt adevarate.

Intr-adevir, pentrun =1 avem 1=1 - 1, cua, =1;
pentrun=2avem 2 = (-1)- 12 +(-1)-22 +(-1)- 32+1-4% cu a=-l,a,=-l,a3=-1,a,=1;

pentrun=3avem3 =(-1)-1>+1-2° cua; =-1,a, = [;
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pentrun=4avem4 =(-1)- 12 +(-1)- 22+1-3% cua; =-l,a,=-1,a;=1.
Sa presupunem acum ca P(n) este adevarata pentru o valoare oarecare a lui n si sa
demonstram ca este adevarata si P(nt4).
Pentru aceasta vom tine cont de identitatea:
(n+1)’-(n+2)’-(n+3)*+(n+4)’ = 4.

n A
Astfel, dacd n=3a,-i*, cua€€{-1,+1}, atunci
i=1
a 2 2 2 2 ) it 2
n+d=a;, i"+(m+D)" - +2)" =(m; +3)" +(n; +4)°" = 3 a;-i",
i=1 i=1
cu Ap 41 zl’anl+2 :_l’anlJrS :_l’anl+4 =1L

Conform principiului inductiei matematice generalizate, P(n) va fi adevaratd

pentru orice numar natural n > 1.

4. Sa se arate ca pentru orice numar natural n, numarul E, = (n+1)(n+2)...(n+n) se
divide prin 2" dar nu se divide prin 2"

Solutie. Fie P(n) proprietatea din enuntul exercitiului.

Vom demonstra ca P(1) si P(2) sunt adevarate si cd pentru orice numar natural n

este adevarata implicatia logica: ,,P(n) =P(n+2)”.
Avem E =2 si evident 2|E, dar 2*= 4{E, ; E,=12 si evident 2> = 4|E, dar 2° = 8E,.
Sa presupunem acum cd pentru un numar natural n, P(n) este adeviaratd, adica 2" |E, dar

2" YE,. Deci E, = 2"-p, cu p impar. Atunci
Epo=(nt3)(n+4). ..(20)(20+1)(20:+2)(2n+3)(2n+4)=
=4(n+1)(n+2)(n+3)...2n)(2n+1)(2n+3)=

=2’E,(2n+1)(2n+3)=2%- 2"+ p - (2n+1)(2n+3)=2""p(2n+1)(2n+3)=2""2 - p’,

unde p’= p(2n+1)(2n+3). Cum p” este impar rezultd ca 2" |E,, si 2" {E,.,, adicd P(n+2)
este adevarata.

Conform principiului inductiei matematice, P(n) este adevaratd pentru orice nEN.

5. Sa se demonstreze ca daca a,...,a, sunt numere reale pozitive, atunci :
n
24 n
i=l . A
=—2>1[Ta; (cu egalitate cand numerele sunt egale).
i=l

n

Se cunosc mai multe solutii pentru aceastd inegalitate cunoscutd sub numele de
inegalitatea mediilor.

In cele ce urmeazi vom preznta doud solutii folosind principiul inductiei
matematice.

Solutia 1. Pentru n = 1, 2 inegalitatea se verifica.

Presupunem ca inegalitatea este adevarata pentru n-i numere pozitive (i=1, 2, ...,
n-1) si sa demonstram ca ea ramane adevarata si pentru n numere pozitive aj,...,a,.

n-1
Conform ipotezei de inductie putem scrie Y. a; > (n—1)"Ja,a,..a,_,

i=1

si a, +’(/ala2...an +...’{/ala2...an Z(n—l)”‘\l/an (ayay..a,)"* .

de (n=2) ori

Adunand cele doua inegalitati membru cu membru obtinem:
n
Ya;+ -2 ajay..a, 2(n-D["Jaa,..a,; + ”’\l/an (#ayay..a,)"*].
-1

Insa
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- - n-2 _ — n—2
Vaya,..a, | +" \l/an Yajay..a, )" = 2\/” Vayay..a,_, ~”\l/an (#laja,..a,) =2%aja,..a, ,
. n n
astfel ca > a, +(n—-2)-%aja,...a, 22-(n-1)-%Yaa,..a, < >a,>n-Yaa,..a,.
i=1 i=l

Solutia 2. Se demonstreaza destul de usor cad inegalitatea este adevarata pentru un
numir n de forma 2* (k€N), folosind inductia matematica dupa k .

Fie acum n€N iar k cel mai mic numir natural pentru care n < 2*.

Numerele a,,a,,....a,, 88 unde g =1%/aa,...a, suntpozitive si in numar de 2k,

de 2% —n ori

k
. .a ta,+..+a, +(2" —n k k_
Putem scrie deci ———2 At )gzz\/alaz...angz "

2k

A L k_ k_ k

Insd ajay..a,g> "=g"-g> "=g*.
k

a,+a, +..+a, +2" —n)g

. > g, care este echivalenta in
2

Obtinem deci inegalitatea

finalcu a, +a, +...4a, 2n-g=n-%aa,..a, .

6.3. Principiul includerii si excuderii

Vom prezenta in continuare un rezultat cunoscut sub numele de principiul
includerii si excluderii:

Teorema 6.3.1. Fie M o multime finita iar M;, M,, ..., M,, submultimi ale lui M.
Dacia pentru o multime M notiam prin |M| cardinalul siu, atunci :

QM,: M- ¥ |MaM |+ E

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

M;OM ;M| -+ (1) M AaM, |

Demonstratie. Facem inductie matematica dupa n. Pentru n=1 egalitatea din enunt
se reduce la [M|=|M,|, ceea ce este evident. Pentru n=2 trebuie demonstrata egalitatea :
(1) IMyUM,|= M, [+M,|-M; "M,
care de asemenea este adevarata, deoarece elementele din M;NM, apar atat la M, cét si la
M..
Presupunem egalitatea din enunt adevaratd pentru oricare m submultimi ale lui M
cu m<n §i o0 sd o demonstram pentru n submultimi My, M, ..., M,,.

n-1
Daca notam N = M, , atunci conform relatiei (1) putem scrie:

i=1

@ = NUM,|=[NHMa|-NNM,|.

UM,

n n—1 n—1
Insa NOM,,:[UM,) NM,= UM; n"M,), deci aplicand ipoteza de inductie
i=1 i=1

pentru ’Dl(MiﬂMn)si tinand seama de faptul cd (M, M,,) ﬂ(MjﬂMn)z(M,ﬂMj) nMm, ,
i=1

(v,nm,) NN, ) NN, )= (1,0 M N M ) (M, , ete, obtinem:
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INAM, \_ M nM, # "f\M,.mMn\—
i=1

l<z</<n 1
( l)n—Z
i=1

Aplicand ipoteza de inductie si pentru |N| obtinem:

n-1 .
Mz ZE‘M;“_ ‘M nM ‘-{— ‘M nM ka‘_ 1)71—2

I<i<j<n-1 1<l<j<k<n -1

3

+
1<l<j<k<n -1

@) |v=

astfel ca tinand cont de (3) si (4) relatia (2) devine:

-1
M, :N+M,,_NmM,,:[’§M,.+M,,j ( . |+ o J

1<i<j<n-1

+ ‘M NM; ﬂMk‘+ .+
l<z</<k<n 1 1<i<j<n-1

+ {(_ 1)71—2 el i } B (_ 1)n—3 5
i=1 1<) <iy <..<i,_,<n-1
_(_1)71—2 Z‘M ‘_
I<i<j<n

Conform principiului inductiei matematice, egalitatea din enunt este adevaratd pentru orice

i iy Iy-a

MOM;AM =+ (1) -
’ i=1

n
NM, MOM,|[+ %
i=1

I<i<j<k<n

numar natural n nenul. |

Aplicatie.

Céate numere naturale nenule mai mici sau egale cu 1000 sunt divizibile sau cu 2
sau cu 3 sau cu 5?

Solutie. Fie A = {2n : n€N, 2n < 1000}, B= {3n: n€N, 3n < 1000} si C= {5n:
neN, 5n < 1000}.

Se observa ca ANB = {6n : n€N, 6n <1000},

ANC = {10n: neN, 10n < 1000},

BNC= {15n:neN, 15n <1000},

ANBNC = {30n: neN, 30n < 1000}.
Evident numarul cautat este \A UBU C\ . Aplicand principiul includerii si excluderii

pentrun=3, avem |[4UBUC|=|4+[B|+|C|-|AnB|-|4nC|-|BNC|+[4nBNC|=

L)

=500+333+200-166-100-66+33=734.

Mai multe aplicatii se gasesc la capitolul de probleme propuse.
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Capitolul 7

CLASE DE FUNCTII
7.1. Relatii functionale. Functii injective (surjective, bijective)

Definitia 7.1.1. Fie A si B doud multimi. O submultime REAXB se numeste
relatie functionald daca :

(i) Pentru orice ac A exista b&B astfel incat (a, b)eR

(i) (a, b), (a,b)ER = b=b".

Numim functie (sau aplicatie) un triplet f = (A, B, R) unde A si B sunt doua
multimi nevide iar REAxB este o relatie functionala.

In acest caz, pentru fiecare element a€A existd un unic element bEB astfel incét

(a, b)eR. Convenim sd notam b=f(a) ; elementul b se va numi imaginea lui a prin f.
Multimea A se numeste domeniul (sau domeniul de definitie al lui f) iar B se numeste
codomeniul lui f i spunem de obicei ca f este o functie definitd pe A cu valori in B scriind

lucrul acesta prin f: A—B sau A‘—f> B.

Relatia functionald R se mai numeste si graficul lui f (convenim sa notdm pe R

prin Gy, astfel ca Gr={(a, f(a)) : a€A}. Daca f: A— Bsi f': A'>B’ sunt doua functii,
vom spune ca ele sunt egale (si vom scrie f=f') daca A=A"',B=B'si f(a) =1 (a)

pentru orice a€A. Pentru o multime A, functia 1, : A—A, 1,(a) = a pentru orice a€A
poartd numele de functia identica a Iui A (in particular, putem vorbi de functia identica a

multimii vide 1g). Daca A= atunci existd o unica functie f : J—B ( este de fapt

incluziunea lui & in B). Dacad A # @ si B = J atunci in mod evident nu exista nici o
functie de la A la B.

Daca f : A—B este o functie iar A'SA si B'SB atunci notam:

f(A")={f(a): a€A'} 5i f ' (B")={a€A : f (a)EB'}
(£ (A") se va numi imaginea lui A’ prin fiar f '(B') contraimaginea lui B prin f).

in particular, notaim Im(f)=f (A). Evident, f(@)=0 si (D )=02.

Definitia 7.1.2. Fiind date doua functii f:A—B si g:B—C numim compunerea

lor functia notata gof:A—C si definita prin (gof)(a)=g(f(a)) pentru orice acA.

Propozitia7.1.3. Daca A4  yB—2 5C—" 5D sunt trei functii, atunci:

(i) ho(gof)y=(hog)of;

(ii) fol,=1gof=f.

Demonstratie. (i). Intr-adevar, avem ci ho(gof) si (hog)of au pe A drept domeniu
de definitie, pe D codomeniu si pentru orice a€ A, (ho(gof))(a)=((hog)of)(a)=h(g(f(a))).

(ii). Evident. m
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Propozitia 7.1.4. Fie f : A—>B, A', A"SA, B, B'"SB, (A)ici, (Bj) jes doua
familii de submultimi ale lui A si respectiv B. Atunci:

(i) A'SA"=>F(A)ST(A");
(i) B'<B"=f"(B)<f'(B");
(iii) f[ﬂAJg N/(4);

iel iel

(i) f(UA,-]= Ur(4,);

iel iel

v) f_l( N B‘,J= N f_l(Bj);

jeJ jeJ
(vi) f“(_u B,,]: ur'(s,).
jeJ jeJ

Demonstratie (1). Daca bEf(A’), atunci b=f(a) cu a€A’ si cum A'SA" deducem ca

bef(A'), adica f(A)=f(A").
(i1). Analog cu (i).
(iii). Deoarece pentru orice k€I, ()4, SA,, conform cu (i) deducem ca

iel

f(ﬂAi)gf(Ak) si cum k este oarecare deducem ca f(ﬂAi]g ﬂf(A,.).
iel

iel iel
(iv). Egalitatea cerutd rezultd imediat din echivalentele : be& f| [UA,)@ exista
iel

ac )4, astfel incat b=f(a) < existd iyl astfel incat ac 4, 51 b=f(a)= exista i, astfel

iel

incat bef( 4, )= be U f(4;).
0 iel

(v). Totul rezulta din echivalentele ac f"l( N B].J < f(a)€ () B, < pentru orice

jeJ jeJ

JE€J, f(a)EB; < pentru orice jEJ, aEf'l(Bj) sae N/ (Bj) .
jeJ

(vi). Analog cu (iv). ®

Definitia 7.1.5. Despre o functie f : A—>B vom spune ci este:
(i) injectivd, daca pentru orice a, a'€A, a # a’ '=f(a) # f(a’) (echivalent cu
f(a)=f(a")=>a=2);

(i) surjectivd, daca pentru orice bEB, exista acA astfel inciat b=f(a);
(iii) bijectiva, daca este simultan injectiva si surjectiva.

Daci f :A—B este bijectiva, functia f ':B—A definita prin echivalenta f ' (b)=a <
b=f(a) (b€B si acA) poarta numele de inversa lui f.
Se verificd imediat ca f 'of=1, si fof '=lj.

Propozitia 7.1.6. Fief : A—B si g: B—C doua functii.
(i) Daca f si g sunt injective (surjective, bijective) atunci gof este injectiva
(surjectivi, bijectivi ; in acest ultim caz (gof) ' =f"og™);

(ii) Daca gof este injectivd (surjectiva, bijectiva) atunci f este injectiva, (g
este surjectiva; f este injectiva si g este surjectiva).
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Demonstratie. (i). Fie a, a'€A astfel incat (gof)(a)=(gof)(a’). Atunci g(f(a))=g(f(a"))
si cum g este injectivd deducem ca f(a)=f(a’) iar cum si f este injectivd deducem cé a=a’,

adica gof este injectiva.

Sa presupunem acum ca f si g sunt surjective si fie c€C; cum g este surjectiva,
c=g(b) cu bEB si cum si f este surjectiva b=f(a) cu a€A astfel ca c=g(b)=g(f(a))=(geof)(a),
adica gof este surjectiva.

Daca f'si g sunt bijective atunci faptul ca gof este bijectiva rezultd imediat din cele
expuse mai sus. Pentru a proba in acest caz egalitatea (gof) ' = f 'og ', fie c€C. Avem ci
c=g(b) cu b&B si b=f(a) cu a€A. Deoarece (gof)(a)=g(f(a))=g(b)=c deducem ca (gof) (e)
=a=f"(b)=f"(g7(c)) = (f "og ")(c), adica (gof) "=fog ™.

(ii). S& presupunem ca gof este injectiva si fie a, a'€A astfel incat f(a)=f(a’). Atunci
g(f(a))=g(f(a")) = (gof)(a)=(gof)(a’)=>a=a’, adica f este injectiva.

Daca gof este surjectivd, pentru c€C, existd a€A astfel incat (gof)(a) = ¢ &
g(f(a)) = c, adica g este surjectie.

Daca gof este bijectie atunci in particular gof este injectie si surjectie, deci conform

celor de mai sus cu necesitate f este injectie iar g surjectie. B

Propozitia 7.1.7. Fie M si N doui multimi iar f : M—N o functie. intre
multimile P(M) si P(N) se definesc functiile f. : P(M)—P(N), f' : PON)->P(M) prin

f.(A) =f(A), A €EP(M) si f'(B)=f"'(B), BEP(N).
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) festeinjectiva ;
(ii) f. este injectiva ;

(iii) £ of=1pey);
(iv) f este surjectivi ;

(v) f(ANB)=f(A)Nf(B), pentru orice A, BEP(M);
(vi) f(CmA)SCnf (A), pentru orice ASP(M) ;
(vii) Daca g, h : L M sunt doué functii astfel incat fog=foh, atunci g=h ;

(viii) Existi o functie g :N —M astfel incit gof=1y,.
Demonstratie. Vom demonstra echivalenta afirmatiilor astfel:

(1)=(11)=(lii)=>(iv)=>(v)=>(vi)=(vii)=(i) iar apoi (i)<(viii).

(1)=(ii). Fie A, A'€P(M) astfel incat f«(A)=fx(A") = f(A)=f(A").

Daca x€A, atunci f(X)Ef(A)=>1(x)Sf(A")=> existd x'€A’ astfel incat f(x)=f(x").
Cum f este injectiva, rezultd x = x'€A’, adica ACA’; analog A'CA, deci A=A’, adica f- este
injectiva.

(ii)=(iii). Pentru AEP(M) trebuie demonstrat ci (f of)(A) = A= £ (A)) = A.
Incluziunea ASf '(f (A)) este valabild pentru orice functie f. Pentru cealaltd incluziune,
daci xef (f(A)) = f(x)Ef(A) = existd x'EA astfel incat f(x)=f(x") = fu({x})=f({x'}) =
{x}={x'}=>x=x'EA,adica "' (f(A))CS A.

(iii)=(iv). Deoarece f of.=1 povy > pentru orice A€P(M), f'(f(A)) = A, deci notand
B = f.(A)EP(N) avem ci f (B) = A, adica f este surjectiva.

(iv)=(v). Fie A, BEP(M) si A’, B'€P(N) astfel incat A=f '(A") si B=f '(B).
Atunci f(ANB)=f(f '(A") N £ (B") = f(f '(A'NB’).

Sa aratam ca f(f ' (A")NF(f ' (B) <f(f '(A'NB)).
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Daci yef(f (A)Nf(f "' (B)) = yef(f '(A")) si yef(f '(B)) = exista x'€f '(A")
si x"€f ' (B') astfel incat y = f(x') = f(x").

Cum x'ef '(A)si x"ef '(B") = f(x')EA’ si f(x")EB’, deci yEA'NB'. Deoarece
y=f(x")=x'€f '(A’NB"), adica yef(f '(A'NB")).

Astfel, f(ANB)2f(A)Nf(B) si cum incluziunea f(ANB)<S{(A)Nf(B) este adevarata
pentru orice functie deducem ca f (ANB)=f(A)N{(B).

(v)=(vi). Pentru AEPM) avem f(A)NF(CuA)=HANCMA)=f(D)=D, deci
f(CuA)=Crf (A).

(vi)=(vii). Fie g, h : L>M doua functii astfel incat fog=foh si sa presupunem prin
absurd cid existi xE€L astfel incat g(x)#h(x), adici gx)€Cu{h(x)}; atunci
flg(x)Ef(Cun{h(x)}) S Cafh({x}))=Crifih(x))} deci fg(x))#f(h(x)) < (Fog)(x)#(foh)(x)
< fog#foh , ceea ce este absurd.

(vil)=(i). Fie x, x'€M astfel Incat f(x)=f(x') si sa presupunem prin absurd ca x # x'.
Notand L={x, x'} si definind g, h : L—>M, g(x)=x, g(x")=x’, h(x)=x', h(x")=x, atunci g#h si

totusi fog=foh, ceea ce este absurd.

()= (viii). Definind g:N—M, g(y)=x daca y=f(x) cu x€M si y, daca y&f(M),
atunci datorita injectivitatii lui f, g este definita corect si evident gof=1y .

(viii)=(i). Daca x, x'€M si f(x)=f(x'), atunci g(f(x))=g(f(x"))=>x=x', adica f este
injectiva. W

Propozitia 7.1.8. Cu notatiile de la propozitia precedentd, urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) f este surjectiva ;

(ii) f: este surjectiva ;

(iii) fof'=lpn) s

(iv) ' este injectiva ;

(v) f(CmA)2(Cx f(A), pentru orice ASP(M) ;

(vi) Daca g, h : N—>P sunt doua functii astfel incit gof=hof, atunci g=h ;

(vii) Exista o functie g : N—M astfel incat fog=1y.

Demonstratie. Vom demonstra echivalenta afirmatiilor astfel:

()= ()= (ii)=(iv)=(v)=(vi)=(i) iar apoi (i)< (vii).

(i)=(ii). Fie BEP(N) si y€B ; atunci existd x,EM astfel incat f(x,)=y.

Notand A={x, : yEB} EM avem cid f (A)=B < f.(A)=B.

(ii)=(iii). Avem de demonstrat ca pentru orice BEP(N), f (f '(B))=B. Incluziunea
f (f ' (B))SB este valabila pentru orice functie f. Fie acum y€B; cum f- este surjectiv,
exista ASM astfel incat f«(A)={y} = f(A)={y}, deci existd x€A astfel incat y=f(x) si
deoarece yEB= x&f ' (B)=y = f(x) € f(f '(B)), de unde si incluziunea BSf (f ' (B)).

(iii)=(iv). Daca By, B,€P(N) si f'(B))=f(B,), atunci f.(f(B))) = f(f (B,)) <
lpay (B1) =lpny (B2) <= B=B,, adica f este injectiva.

(iv)=(v). Fie ASM ; a arita ci f(CyA)2Cxf (A), revine la f(CyA)URA)=N <
f(CuAUA) = N<f(M) = N. Sa presupunem prin absurd ci existd yoEN astfel incat pentru
orice XEM, f(x)#y, , adici f ' ({yo})=D<=f({yo})=D. Deoarece si f(D)=0 =
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f'({yo})=f (@) iar pentru ca f este presupusi injectiva ar rezulta ca {y,}=), ceea ce este
absurd.

(v)=(vi). In particular, pentru A=M avem f{CyM)2Cxf (M) < f(@)2Cnf M) <=
@2Cnf (M) fM)=N.
Daca g, h : N—P sunt doua functii astfel incat gof=hof, atunci pentru orice yEN,

existd XxEM astfel incat f(x)=y (cici f (M)=N) si astfel g(y) = g(f(x)) = (goH)(x) = (hof)(x)
= h(f(x)) = h(y), adica g=h.

(vi)=(i). Presupunem prin absurd ca exista y,EN astfel Incat f(x) # y,, pentru orice
XxEM. Definim g, h : N—{0, 1} astfel : g(y)=0, pentru orice yEN si
0, pentru ye N — {yo}
)= I
, pentru y=y,
Evident g # h si totusi gof=hof, ceea ce este absurd, deci f este surjectiva.
(1)=(vii). Pentru fiecare yEN alegind cate un singur x,Ef 1 ({y}), obtinem astfel o
functie g : N—>M, g(y)=x, , pentru orice yEN , ce verifica in mod evident relatia fog=1y
(vii)=(i). Pentru y€N, scriind ca f(g(y))=y, rezulta y=f(x), cu x=g(y)€M, adica f

este surjectiva. l

Din propozitiile precedente obtinem imediat:
Corolarul 7.1.9. Cu notatiile de la Propozitia 7.1.7, urméitoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) feste bijectiva ;

(i) f(CmA)=Cxf(A), pentru orice ASP(M) ;
(iii) f.sif" sunt bijective ;

(iv) Exista o functie g : N—>M astfel inciat fog =1y si gof =1y.

Propozitia 7.1.10. Fie M o multime finita si :M—M o functie. Urmétoarele

afirmatii sunt echivalente:

(i) festeinjectiva ;

(ii) feste surjectiva ;

(iii) f este bijectiva .

Demonstratie.Vom demonstra urmatoarele implicatii: (i)=(i1)= (iii)=(i).

(1)=(ii). Daca f este injectiva, atunci f(M) si M au acelasi numar de elemente si
cum f (M)EM rezultd ca f (M)=M , adica f este si surjectiva.

(i)=(iii). Daca f este surjectiva, atunci pentru orice element yEM va exista un

unic element x,€M astfel incat f(x,) =y (cdci In caz contrar ar rezulta contradictia cd M ar
avea mai multe elemente decat M), adica f este si injectiva.

(ii))=(i). Evident. ®

Propozitia 7.1.11. Fie M si N doua multimi avind m, respectiv n elemente.
Atunci:

(i) Numirul functiilor definite pe M cu valori in N este egal cu n™ ;

(ii) Daca m = n, atunci numarul functiilor bijective de 1a M la N este egal cu
m! ;

(iii) Daci m < n, atunci numirul functiilor injective de la M la N este egal cu
A"

n
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(iv) Dacd m > n, atunci numirul functiilor surjective de la M la N este egal cu
n" —Cn-1)"+C2(n-2)" —..+(-1)""cr .

Demonstratie. (i). Facem inductie matematicd dupa m; dacd m=1, multimea M va
avea un singur element si este clar ci vom avea n = n' functii de la M la N. Presupunem
afirmatia adevaratd pentru multimile M ce au cel mult m-1 elemente.

Daca M este o multime cu m elemente, putem scrie M=M'U {x,}, cu xo€M iar M’
submultime a lui M cu m-1 elemente.
Pentru orice yEN si g : M'—N functie, considerand f, ,: M—N, f, , (x) = g(x)

dacd x€M'’ si y daca x=x, , deducem ca oricarei functii g: M'—N 1i putem asocia n functii
distincte de la M la N ale caror restrictii la M’ sunt egale cu g. Aplicand ipoteza de inductie
pentru functiile de la M’ la N, deducem ci de la M la N se pot defini n'n™'=n™ functii.

(i1). Facem inductie matematica dupa m; dacd m =1, multimile M si N vor avea
cate un singur element i vom avea o singura functie bijectiva de la M la N.

Presupunem afirmatia adevarata pentru toate multimile M’ si N’ ambele avand cel
mult m-1 elemente si fie M si N multimi avand fiecare cate m elemente. Scriind

M=M'U{x,}, cu xo€M iar M’ submultime a lui M cu m-1 elemente, atunci orice functie

bijectiva f : M—N este perfect determinata de valoarea f(xo)EN precum si de o functie
bijectiva g : M'—N’,unde N’'=N\ {f(Xx()}. Deoarece pe f (x¢) 1l putem alege in m moduri
iar pe g In (m-1)! moduri (conform ipotezei de inductie) deducem ca de la M la N putem
defini (m-1)!" m =m! functii bijective.

(iii). Daca f : M—N este injectiva, atunci luand drept codomeniu pe f(M)EN,
deducem ca f determind o functie bijectiva f :M—f(M), f (x) = f(x), pentru orice xEM,

iar f(M) are m elemente. Reciproc, dacd vom alege in N o parte N’ a sa cu m elemente,
atunci putem stabili m! functii bijective de la M la N’ (conform cu (ii)). Cum numaérul

submultimilor N' ale lui N care au m elemente este egal cu C,', rezultd ca putem construi
m! C)" = 4" functii injective de la M la N.

(iv). Sa consideram M={xy, Xy, ....Xn}>, N={Y1, Y2, -..,¥a} 1ar M; multimea functiilor
de la M la N astfel incat y; nu este imaginea nici unui element din M, i=1, 2, ..., n.

Astfel, daca notam prin F,, multimea functiilor de la M la N, multimea functiilor

surjective S, de la M la N va fi complementara multimii M;U M,U...U M, din F,', deci
conform Principiului includerii si excluderii (vezi Teorema 6.3.1) avem egalitatile :

S| =\Fn|— LnJMi =n" - OMi =n" _i‘Mi"" X M mM.f‘_
(1) i=1 i=1 i=1 1<i<j<n
- X MOMAM |+ C1) MOM N NM|
1<i<j<k<n

Deoarece M; este de fapt multimea functiilor definte pe M cu valori in N \ {y; },

MiNM; este multimea functiilor definite pe M cu valori in N \ {y; , y;} ..., etc, conform
punctului (i) avem ca:

(2) |Ml| :(n_l)m’ |MlmM_]| :(n_z)m’ seey etC,

(IM;NM, N...NM,| =0, deoarece M;NM, N...N"M,=).
1

Deoarece sumele ce apar in (1) au, respectiv, C,, Cf , ..., C; temeni egali, tindnd

cont de acest lucru si de (2), relatia (1) devine:

S = "~ Clo- 1+ -2 ) e

n
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Pentru o multime nevidd M si A€P(M) definim ¢, : M—{0,1},

0, daca x¢ A
X =
a0 1, daca xe A

pentru orice xXEM. Functia @A poartd numele de functia caracteristica a multimii A.

Propozitia 7.1.12. Daca A, BEP(M), atunci:
(i) A=BS@a=0¢s;

(i) ¢9o=0,0u=1;

(iii) @anB = QA @B, (I)A2 =Qas

(iv) @Qaur = QatQp- Qs Qs ;
(V) @Oa\B=Qa-Pa OB, O, 4 =1-04;
(Vi) @anB=QatQp-20405 .
Demonstratie. (1).,,="’. Evident.
,»<’. Presupunem cd o =@p si fie XEA; atunci @, (X) = @p (x)=1, deci xEB,

adicad ASB. Analog BEA, de unde A=B.
(i1). Evident.

(ii1). Pentru x€M putem avea urmatoarele situatii: (XA, x&B) sau (x€A, x&B)
sau (x€A, XEB) sau (XEA, xEB). In fiecare situatie in parte se verifica imediat relatia
Pans (X)=Qa (X)95(X).

Cum ANA=A = QA=0s0x= 4.

(iv), (v). Asemanator cu (iii).

(vi). Avem Qaas=0(A\B)u(B\A)"P A\ BT P8\ A -PaA\BPBY A =

=Qa- PAPRTPB- PBOA— @ A\ B)n (B\A)= QA TOB-20A05
deoarece (A\B)N(B\A)=Z. &

Fie M o multime oarecare iar pEEchiv (M). Functia p,m : M—M/p definitd prin

ppom (X)=[x], pentru orice XEM este surjectiva si poartd numele de surjectia canonica.

Propozitia 7.1.13. Fie M si N doud multimi pe care s-au definit relatiile de
echivalenti p, respectiv p’ si f: M—N o functie avind proprietatea:

(x, Y)Ep = (1(x), f(y))Ep’, pentru orice x, yEM.

Atunci exista o singura functie ? : M/p—N/p” astfel incat diagrama:

f
M N

p M,p pN’P,

M/p N/p

este comutativa (adica py, ,of =/ opy,,, unde py, , , P, , Sunt surjectiile canonice).
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Demonstratie. Pentru x€M, vom nota prin [X], clasa de echivalentd a lui x modulo
relatia p. Pentru x€M, definim: f ([x]p) = [f(x)],. Daca x, yeM astfel incat [x],=[y], ©
x, y)Ep = [f (%), f (y)]€p’ (din enunt) = [f (x)],' = [f(y)], , adicd / este corect definita.

Daci x€M, atunci (£ opu, )(X) =/ (pu, » (%)) = ([x],) = [f)]y = px, y (£ ()=
=(px. o D(x), adicd px, yof= 1 0Py, .

Pentru a demonstra unicitatea lui /, si presupunem ca ar mai exista o functie
M /p—N/p” astfel incat py_of = f "opy. ,, si fie XEM.

Atunci £ ([x1)= 7 (put s0)=(F " Put JEX=(Pr. ' ©D(X) = P, (Fx)) = [F (0]
= 7 '([x],), de unde deducemca f=7f'. ®

Propozitia 7.1.14. Fie M si N doua multimi iar f :M—N o functie ; notim prin
p ¢ relatia binara de pe M definita astfel:

(X% y)€p = f)=E() (x, yEM).
Atunci:
(i) p reste relatie de echivalenta pe M;

(ii) Exista o unica functie bijectiva f : M/p ;— Im (f) astfel incat
jof o Prp, = f, i:Im (f) —N fiind incluziunea.
Demonstratie. (). Evident (relatia de egalitate fiind o echivalentd pe M).
(i1). Pastrand notatia claselor de echivalentd de mai sus, pentru X€M definim
F(Ix] p,) =f(x). Functia f este corect definiti cici daci x, yEM si [x]p/ =[y] Piad t
y)Eps © f(x)=f(y) (de aici rezulta imediat si injectivitatea lui /). Cum f este in mod
evident si surjectivd, deducem ci f este bijectivi. Pentru a proba unicitatea lui f, fie

fi : M/p; —Im (f ) o alta functie bijectiva astfel incat iof o Prop, = f si xEM. Atunci,
(iofi0 pyy, J=X) < £((x], ) =f) < f([x],, ) =fx)= f((x],, ). adica fi=7. m

Propozitia 7.1.15. Fie M o multime finitd cu m elemente. Atunci numarul Ny,
al relatiilor de echivalenta ce pot fi definite pe M astfel incit multimea cat sa aiba k
elemente (k<m) este dat de formula:

N =/R) k" =Cp(k=1)" +CE(k=2)" —..+(=1) ' Cf 1.
Deci, numirul relatiilor de echivalenta ce pot fi definite pe multimea M este
dat de formula N=N,, {+Ny, 2+...7Np, m.

Demonstratie. Daca p este o relatie de echivalentd, p€Echiv(M), atunci avem
surjectia canonicd p v, , : M—M / p. Daca in general, f : M—N este o functie surjectiva,
atunci cum am stabilit In cazul Propozitiei 7.1.14, aceasta da nastere la urmatoarea relatie

de echivalenta de pe M : (x, y)Ep ¢ < f(x)=f(y). Mai mult, dacd g:N—N’ este o functie
bijectiva atunci relatiile pr §i pgor coincid cdci (X,y)Epgr < (goD)(X)=(goh(y) <
g(f(x))=g(f(y)) = f(x)=f(y)= (X, y)€ps. Deci, dacd N are k elemente, atunci k! functii
surjective de la M la N vor determina aceiasi relatie de echivalentd pe M. Luand in
particular N=M/p si tindnd cont de Propozitia 7.1.11 deducem ca
Npi =((/R)[k" =Crlk=1)" +CEk=2)" =t (1) Cf'].

7.2. Functii pare, impare, periodice

Fie acR, a> 0.
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Definitia 7.2.1. O functie f : [-a, a] — R se numeste pari daca f(-x) = f(x),

pentru orice x<[-a, aj.

Exemple. Functia cos : R—[-1,1] este o functie pard; de asemenea functia
f: R—R, f(x) = x" este pard (k € N).

Observatie. Un produs finit de functii pare este o functie pard; de asemenea, o
suma finita de functii pare este o functie pard. Dacd compunem doud functii pare rezultatul
este tot o functie para.

Definitia 7.2.2. O functie f : [-a, a] > R se numeste impard daci f(-x) = -f(x),

pentru orice x<[-a, aj.

Exemple. Functiile sin : R—[-1, 1] si f: R—R, f(x) = x*"' (k € N) sunt functii
impare.

Observatii. 1. Un produs par de functii impare este o functie para, iar un produs
impar de functii impare este functie impara;

2. O suma finitd de functii impare este o functie impara.

3. Dacd compunem doud functii impare obtinem tot o functie impara.

Teorema 7.2.3. Fie f : R—R o functie impari si bijectivii. Atunci functia f ' :
R—R este impara.

Demonstratie. Fiey € R. Trebuie demonstrat ¢ f '(-y) = - ().

Avem, f(f " (-y)) = -y iar f(-f "(y)) = - f(f '(y)) = -y, adicd f(f"(-y)) = f(-f " (y)) s
deci f'(-y)=-f(y). m

Observatii. 1. Functiile arcsin : [-1, 1] — —1,1 si arctg : R — [—ﬂ,ﬂj

22 22

sunt impare.

2. Orice functie f: R—R se poate scrie ca suma dintre o functie para si una impara
(vezi Exercitiul 7.2.4.).

Definitia 7.2.4. O functie f: R—R se numeste periodici daca existi un numar

real T # 0 pentru care f(x + T) = f(x), pentru orice x €R.

Un astfel de numdr T poartd numele de perioada a functiei f. Cea mai mica
perioada strict pozitiva a functiei f, daca existd, poarta numele de perioadd principala.

Exemple.

Functiile trigonometrice sunt functii periodice (functiile sinus si cosinus au
perioada principald 2m iar functiile tangenta si cotangentd au perioada principala 7).

Functia {x}: R—R este periodica si are perioada principala egala cu 1; intr-adevar,
{x+1} = {x} si | este cel mai mic numar cu aceasta proprietate ({x} = x — [x]).

Observatii. 1. Dacad T este perioada principala pentru f, atunci si -T este perioada
pentru f;
2. Daca T este perioada pentru f, atunci si kT este perioada pentru f, pentru orice

kezZ;
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3. Daca g este o functie periodica iar f este o functie oarecare, atunci fog este
periodicd; in particular, dacd compunem doud functii periodice obtinem tot o functie
periodica;

4. Fie f, g : R—>R doud functii periodice. Daca f poseda o perioada T, iar g o

. - N . N e ..
perioada T, astfel incat T—l €Q atunci f + g, fg, / (cand este definitd) sunt functii
2 g
periodice.

Intr-adevér, putem presupune ca existd doud numere naturale p, q astfel incat pT; =
=qT,. Evident pT, este perioada pentru f, iar qT, este perioada pentru g, deci f si g poseda

P

perioade egale; atunci evident f + g, fg si — sunt periodice.
4

7.3. Functii convexe (concave)

Definitia 7.3.1. Fie f : R—R, a, b € R, a<b. Vom spune ci f este convexdi
(concavd) pe (a, b) daca pentru orice xy, X, € (a, b) si orice t € [0, 1] avem
f(tx; + (1-t)x,) < tf(xy) + (1-H)f(x,) (respectiv, f(tx; + (1-t)x,) = tf(x;) + (1-H)f(xy)).

Teorema 7.3.2. Daca f este de doud ori derivabilad pe (a, b), atunci f este
convexi pe (a, b) daci si numai daci f '’ = 0 pe (a, b).

Demonstratie. Sa presupunem ca f '> 0 pe (a, b) si sd demonstrim ca f este
convexd pe (a, b). Atunci f ’ este crescitoare pe (a, b), deci pentru orice x;, X, € (a, b),
X1 <x =2 f/(x)) < f(x0).

Fie acum t € [0, 1] si xo = tx;+(1-t)x,. Se observa imediat ca x; <Xy < X,.

Conform teoremei lui Lagrange existd ¢; € (X, Xg) $i ¢; € (X, X,) astfel Incat

Sro)-f(x,) S o) flxg)

fle)= si fcy)= . Cum ¢, < ¢, = f ’(c;) <f ’(c), deci
0~ Xo —Xg
f(xo)—f(xl)< foes)= flx)
Xo =X Xy =Xy

Inlocuind la numitori x, prin tx;+(1-t)x, si grupand convenabil se ajunge la f(x,) <
<tf(x))+(1-H)f(x) & f(tx; + (1-t)x;) < tf(x)) + (1-t)f(x,), adica f este convexa.

Invers, sa presupunem ca f este convexa pe (a, b) si si demonstrdam ca £ ''>= 0 pe
(a, b). Fie a < B <y trei numere reale din domeniul de definitie al lui f.

SB8)-fla) 1)~ 1(B)

Vom proba ca

B-a — y-B
In relatia f(tx,+(1-t)x;) < tf(x,)+(1-)f(x;) punem x; = a, X, = v, tzd, deci
y—a
1-t=8=% . cvident 7=F ¢ [0, 1].
V-« y—a

Vomobgineprininlocuiref(y_ﬁ-a+ﬂ_a-7]Sy_ﬂ-f(a)+ﬂ_a-f(y),adicé
y—a y—a y—a y—a

y—a
f(B)-(r—a)< fla)-(y - B)+ f(r)-(B—a), echivalent cu
(ry LB)=1(@) < 1)-1(B)
p-a — y=B

f[}/a —pa +/”7—0‘7jg r=8 .f(a).g.M-f(y), sau reducand
y-a y-a
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Vom alege acum patru puncte x; < o < x, < . Din cele deduse anterior scriem
)= fla) 5 fla)=1ln) o S1B)=flxa) 5 floa)= /()

X, —a a—x B—x, Xy — X

Daci o — x; si p — x, obtinem f ’(x,)>f '(x;), pentru ci f(x) este derivabild si cum

alegerea lui x; si x, este arbitrard, conditionatd numai de x; < x, scriem f '(x,) - £'(x;) = 0.

f,(xz)— f,(xl)

Impartind cu cantitatea pozitivi x, — x; obtinem - >0.
X2 =X
Trecand la limitd lim M = f"(x,)>0 si afirmatia este probata.
Xy =X xz - xl

Observatie. Evident, f concava daca si numai daca - f convexa; analog obtinem ca

f concava pe (a, b) dacd si numai daca £ "'< 0 pe (a, b).

Teorema 7.3.3. (Jensen). Fie f : R—R, a, b € R, a<b. Atunci f este convexa pe
(a, b) daca si numai daca pentru orice Xy, X;, ...., X, € (2, b) $i A1, 225 ceves Ay € [0, 1] cu
S =1, avem f[i i,-x,-j <32, (x,).
i=l i=1 i=1

Egalitate avem cand x;= x,=....= X,.

Demonstratie. ,,<”. Evident.

,,="". Sa observam pentru inceput ca daca x;, Xy, ...., X, € (8, b), A, Ay, ..., Ay €

[0, 1] cu ili =1, atunci §i iﬂixi € (a, b).
i=1 i=1

A n
Intr-adevar, avem cd a <min{x;} <> A,x; <max{x;} <b.
1<i<n i=1 1<i<n

Sa revenim acum la demonstratia teoremei.
Daca n =2 totul este clar.

4
Fien= 49 X1, X2, X3, X4 S (a, b); )\‘19 )\'29 >\’3’ )\‘4 S [05 1] 51 Zﬂ’z =1.
i=1
A
__h X, + A2 Xy, Yy =Xy + A4 x
A+ A, A+ Ay + A Ay + Ay

=2+ S py =2y + Ay, atunci f(ﬂ1y1 + ,Uzyz)S ﬂlf(y1)+ ,sz(yz)

Dacd consideram  y, 45

<:>f[§liixijg(ﬂ“l+/12)f( A 1 e x2]+(/13+i4)f( % 3 A 4J<:’

X+ X3+ X
L+ L+, A+ Ay + 44

f[iiixijg(}ﬂ*'lz{ 4 flx)+
-

22
L+ A+,

ﬂnﬂ+

+ A4 Ay + Ay

Rationand din aproape in aproape (un fel de inductie matematicd) deducem ca

#@+M{223ﬂ%% Z ﬂuﬂ =3 4,1 ().
3 i=

. . o < K
implicatia ,,=* este adevarata daca n este de forman=2"cuk € N.
Fie acum n un numar natural oarecare iar k cel mai mic numar natural cu

proprietatea cin <2 cuk € N.
Consideram
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A,
—, pentru j=1, 2, ..n

2k —n

Him12k -
> pentru j=n+l, n+2, .., 2k
et -1
x;, pentru j=1 2, ..,n

. ={n .

7 YA x;, pentru j=n+l, n+2, .., 2k

i=1
Avem

2k 2 n .Zn:/lif(xi) 2k —n—1 (2
]{[ZﬂjJ’jJSZﬂjf(yj)Q f[zlixi)gl:lki"'(zk_” ﬁf(zﬂixij <
j=1 Jj=1 i=1 2% —n (2k _n)

n Z}’if(xi) ok _py_1 (n
f[zﬂixij <A + f[Z%%—jQ

2F _n 2F _n i=1

) SAf) u{i&%j
f[Zﬂ,-xijS”ff(Z/l-xij—”@
i=1

2k _p

f%fm)44i%%j

OSi:lk - lzl Qf(iiixi]giiif(xi)-
2% —n 2" —n i=1 i=1
Observatie. Analog deducem ca f este concava pe (a, b) daca si numai daca pentru
orice X;, X, ..., X, € (a, b) si A, Ay, ..., Ay € [0, 1] cu iﬂi =1, avem
il
f(zlﬂ’ixi) R Zlﬂ’if(xi)'
Aplicatii.

1.Fief: R>Rsia,b ERcua<biarx,..., X, € (a, b). Daca f este convexa pe

(a, b) atunci f(xl +"'+X”JS fl)+ ot flx,)

f[xl +...+xn]2 f(xl):..+f(xn) _

; dacd f este concava pe (a, b) atunci
n

n n

Demonstratie. Totul rezulta din Teorema 7.3.3 ludnd 4, =...= 4, = l
n

2. (Inegalitatea lui Hélder) Fie x,, ..., X, > 0 iar Ay, ..., A, € [0, 1] cu ili =1.
=l
Atunci avem inegalitatea A, x; +...+ 4,x, = xfl X

Demonstratie. Fie f : (0, ) —»R , f(x) = In x. Atunci f’(x)zl si f"(x)= —Lz< 0
X

X

pentru orice x € (0, o). Deci f este concava, conform Teoremei 7.3.1, pe (0, o). Conform
teoremei 7.3.3 putem scrie

f[f/l,.xij >3 2, f(x) & 1{% lixij >3 2, In(x;)
i=1 i=1 i

i=1 i=1
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i=1 i=1

P 1n[i lixij > 1n[]£[ xf’ ] P iiixi > ]ﬂ[xfI .

>
. < 1 . . i
Observatii. 1. Dacd A4 =..=1,=— obtinem ci, =—>1/x-.x,,
n
inegalitatea mediilor .
2. O varianta generalizata a inegalitatii lui Holder este urmatoarea:

n n yp n %
2 Aix Y S[Z/Iixip] (Z/liy,-"] 5
i=1 i=1

i=1

1 1 .
unde —+—=1,p,qQ, A, vy Ay X1y oy X Y1, -0, Yo > 0darn>2,
P g

adica

Pentru demonstratia acesteia recomandam cititorului de exemplu lucrarea [19, p.

248].

3. Sa se arate ca daca ay, ..., a, = 0 atunci
(l-l—a1 )(l-l—a2 )...(l+an)2(1+”,/al...an )n.

Solutie. Putem scrie

(1 +a )(1 +a, )(1 +a, ):1 +Xa +ya1ay +...+ Y aiay..a; +...+aa,..q, .
Conform inegalitatii mediilor, pentru 1<k <n avem

ck k-1 i
Yajay..a; 2 C,’l‘ . \”l(alaz...an )C”’l S Yaay.ap 2 C,’,‘ -(alaz...an) lc,ﬁ =

k o g
Yaay..a;, >CY (aya,..a, )A , astfel ca obtinem:

(Cauchy)

(1 + al)(l +a, )(1 + an)z 1+ él(z:alaz...ak)z l+él(crll‘ -’{l(alaz...an )k j = (1+”,/a1...an )n.

2 2 2 3 3 3
ay +a2+a3>a1+a2+a3
3

4. Daci a,, a,, a3 > 0, atunci —
aj +ay+a; a +a; +aj

Solutie. Consideram functia f:(0, 00) —»R , f(x) = X%, care este convexi pe (0, ).

2 2 2
) a a a
Fie 2 =— l2 7= é A= 32 2
al +a2 +a3 al +az +a3 al +az +a3
at +a? +ai at +a3 +a} at +a? +a}
xl = ,xz = ’x3 =
2a,a, 2a, a, 2a,a,

Conform Teoremei 7.3.3 putem scrie

2 2 2
3 3 a a a
f[_zz,.x,.js Shfla)e| ——+—F—+———| <
i=1 i=1 2a,a; 2a,a; 2a a,
2( 2 2 2 2( 2 2 2 2 2 2 2
L4 (a1 +a; +a3)+a2(al +a; +a3)+a3(a1 +a; +a3)

2 2 2 2 2 2
4aja; 4aiay 4aia;

2
W +a+alf 2 +raivadfei vairal)  af+airal ai+ai+al

4611261%6132 4c112a§a32 a13 +a;7 +a§’ a14 +a§ +a§

n
5.Dacda; =0, Ya;,=1s1i0<x;<1pentrui=1,2, ..., n, sd se demonstreze ca
i=l

s 4o ! —,neN.

=X Ty
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Solutie. Putem presupune fara a restrange generalitatea ca a; > O pentrui=1, 2, ...,
n. Notdm y; = In(x;) si deoarece x; €(0, 1], rezultd cd y; € (- «, 0]. Consideram functia
fi(-o0, 0]—-R, f(y) = (1+¢”)". Aceasta functie este de doud ori derivabila si f'(y) = e'(e’-1)

(e'+1)” <0, pentru orice y € (- o, 0]. Deci f este concava pe intervalul (- o, 0] si conform

. TSP nooa; noooa; 1 1 1
inegalitatii lui Jensen avem ) =3 — < = = - ,
i:11+xl‘ i=11+e”i Z“in 1+Hea,~,g 1+x11 '...‘X::"
1+e™ i1
cu egalitate dacd si numai dacady; =y, =... =yp, adicd x; =X; = ... = X,

6. Fie ISR un interval iar fj, f,, ...f, : I->R; functii concave, nEN. Sa se
demonstreze ca functia %/ f, - f, -...- f, este de asemenea concava.
(OIM)
Solutie. Fie F(x)= fi(x)- f5(x)-...- f,,(x) . Prin ipoteza avem

Flex+(1-1)y)> Hl (f,(x)+ (=0 £,(») = k’ziork =03 £, @)y, 0y, (), (), unde a

..., 1} alelui {1,2, ..., n}.
Din inegalitatea mediilor deducem ca
n—k

) k -k

S s O S ) S (y)Zc,i‘[F(x)Cﬂ-l F ()& }/C" = CY-(F())" -(F(») " .
1 1 1 1

Deci F(x+(1-t)y) = kgoc,i‘ TUFEE) 1A= )FGN" 1" =[((F )" +A-t)(F(y)" 1",

adica tocmai ceea ce trebuia probat.
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Capitolul 8

INEGALITATI

8.1. Inegalitati algebrice clasice
a. Inegalitatea mediilor

Una dintre cele mai interesante si utile inegalitati algebrice este fard doar si poate
urmatoarea inegalitate:

< " .a +..ta
(1) Daca a,, ..., a, sunt numere reale pozitive atunci %Zzlal.uan (cu
egalitate daca si numai daca a; = ...= a,). Altfel spus, media aritmeticd a n numere pozitive

este mai mare sau egald cu media lor geometrica.

Inegalitatea (1) este cunoscuta sub numele de inegalitatea mediilor i se pare ca cel
care a pus-o in evidentd a fost Cauchy. Cateva demonstratii ale acestei inegalitati au fost
prezentate in paragraful 6.2 de la Capitolul 6. Pe parcursul acestei lucrari vom prezenta si
alte demonstratii ale lui (1).

Daca ay, a,, ..., a, > 0, atunci din (1) deducem imediat

n
2 Way.a, >———
( ) ap...ay 1 1
— it —
a; a,
(cu egalitate daca si numai dacd a; = ...= a,).

Aceasta ultima inegalitate exprima faptul cd media geometricad a n numere strict
pozitive este mai mare sau egald cu media lor armonica.

b. Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz

O alta inegalitate foarte des intalnita in algebra este

(3) Dacaay, ..., a, by, ..., b, € R atunci
(@b +...+a,b,)* < (6112 +..+a’ be ot bf)
(cu egalitate daca si numai daca existd A € R astfel incit a;=2Ab;, 1 <i<n).
Inegalitatea (3) este cunoscutd sub numele de inegalitatea Cauchy-Buniakovski-
Schwartz (CBS).

Exista si pentru aceasta inegalitate mai multe demonstratii.
O prima demonstratie utilizeaza proprietatile trinomului de gradul II. Se considera

f: R-R, f(x)=(@x+b)> +..+(a,x+b,)".
Se observa ca f(x) = 0 pentru orice x € R, iar pe de alta parte
fx)=(a? +..+a>)x> +2(a\b, +...+a,b,)x+ (b +...+b>)
si cum a +..+a2 >0 cunecesitate
A <0 (@b +..+a,b,)’ —(ai +..+a)(b] +..+b;)<0.
Egalitate avem atunci cind existd A € R astfel incdta, A +b;,=...=a, A+ b, =0,

adica atunci cind existi A € R astfel incat a;=Ab;, 1 <i<n.
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O altd demonstratie a inegalitdtii (3) se bazeazd pe identitatea lui Lagrange

2
[zafJ(zibe-[:iaibij = % (ab;~a;b,f 20 (vezi Corolarul 10.1.20).

i=1 1<i<j<n
Existd mai multe variante de generalizare a inegalitatii (3).
Iatd una dintre ele:
Daca a;, b, c; sunt numere reale pozitive (1 <1< n) atunci

3
“4) (Zaibicij < [Za? j(zbfj[chj .
i=l i=l i=l i=l
n n % n % n % . . .
Intr-adevar fie az(Zaf] ,bz[be] ,c=(20?j si xi:&,yi:b’ ,zi:C’
i=1 i=1 i=1
i=1,2,...,n).

3, .33
xX; +y; +z;

Pentru oricei=1, 2, ..., navem a;b;c; =abcx;y;z; < abc , deci

ot bR+ +b3 o+l
Sabe, s [Zx +2y,+22j ’3’(1 AUNRASLLA A
a b c

a;)c(l+1+1) abc , de unde (Zalb,clj <a3b3c3=(§njaf)(2b )( cfj
i=1

Se observd ca avem egalitate in (4) atunci cénd existdi o, B € R astfel
incata, = ab; = fc;,pentrui=1,2,...,n

Ltz

Dupa ideea de demonstratie a inegalitatii (4) se poate demonstra si inegalitatea:
Dacim,n € N,m,n >2sia; = 0,pentrui=1,2,...,msij=1, 2, ..., n, atunci

(5) (Enj aliazl....amij < (Enj aj j[}nj as; j[i a,’,’fl) , cu egalitate daca pentru orice k €
: i=1 il

i=1 i=1
{1,2, ..., m}, n-uplele (ay, ..., a, ) sunt proportionale.

c. Inegalitatea lui Minkovski

Inegalitatea (3) admite urmatoarea forma echivalenta

(6) \/(al +b)? +...+(a, +b,)* s\/af +..+al +\/b1 o+ b2

n >

cunoscuta si sub numele de inegalitatea lui Minkovski (forma clasicd).
Inegalitatea (6) admite urmatoarea generalizare (Huygens) :

Daca ay, ..., a,, by, ..., b, € Ry iar p = 2 este un numar natural, atunci
7 {’/(al +b)? +..+(a, +b,)" S’\’/al” +..+al +’\’/b1” +..+b} .

Pentru a demonstra inegalitatea (7) vom utiliza varianta generalizatd a inegalitatii
lui Holder (vezi paragraful 7.3 de la Capitolul 7).

Intr-adevir, dacd notam ¢ - , atunci l+l=1 si obtinem
p-1 p q
z(a +b)P—za(a +b)1“+zb (a; +b)P' <

i=1

(30 )%(g@,.+b,.>pj%+(gbfjﬁ(g(a,.+b,.>p)%:

i=1 i=1
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l
Dupa simplificare prin [i (a; +b,)" j " deducem ca
i1

(oror) > <{go)(80) <

i=1
adica (7).

n

Zaip +§/ibip b

i=1

T s
M=
—_
8
+
&
~

[S1
IA
_

i=1

Observatie. O prezentare mai generala a lui (7) se aflda in [19] si are urmatoarea
forma:
Dacapy, ..., Po, @1, ---5 g, by, ..., D> 0,1 = 2 51 pi+...+p,=1, atunci
n n n
(8) H(ai +b; )p‘ >[1a/ +11b/ ,
i=1 i=1 i=1
cu egalitate daca (ay, ..., a,), (by, ..., b,) sunt proportionale.

A 1 .
In cazul p, =...= p, =— obtinem (7).
n

d. Inegalititi de tip Cebisev

Fiea,, ..., a,, by, ..., by ER.
Sub numele de inegalitati de tip Cebdsev sunt cunoscute urmatoarele inegalitati:
Daca (ai -a; Xb,- —b‘,)z (S)O , pentru orice i, j =1, 2, ..., n atunci

9) nlap, +...+a,b,)> (S)(al +..+a, Xbl +..+b, ),
cu egalitate daca si numai daca a;=...=a,, sau b;=...=b,.
Pentru demonstrarea inegalitdtilor de tipul (9) se pleacd de la echivalenta
(a;—a; )b, =b,)>(<)0 = ab; +a;b; >(<)a,b; +a,b, iar apoi se sumeaza dupa i si respectiv j.
Pentru demonstrarea cazului in care avem egalitate in (9) recomandam cititorului
lucrarea [19] (il avertizam insé ca nu este o chestiune prea simpla!).

e. Inegalitatea lui Bernoulli

Sub numele de forma clasica discreta a inegalitatii lui Bernoulli este cunoscuta in
literatura matematica inegalitatea :
Daca a > -1 atunci pentru orice numar natural n,

(10) (1+a)" >1+na, cu egalitate dacd a =0.
Demonstratia lui (10) se poate face de exemplu prin inductie matematica relativ la n.

O generalizare a inegalitatii (10) este urmatoarea :

Dacaay, ..., a, € (-1,0] sauay, ..., a, € [0, ), atunci

1) (1+a).(1+a,)>1+a, +..+a,

(cu egalitate daca cel putin n-1 dintre numerele a,, ..., a, sunt egale cu 0).
Demonstratia lui (11) se poate face de exemplu tot prin inductie matematica relativ la n.

Observam ca daca a; = ...=a, =a> -1 obtinem (10).

Cu ajutorul analizei matematice se poate demonstra urmatoarea forma continua a
inegalitatii lui Bernoulli:

Dacax>-1,a>1saua <0,

(12)  (1+x)* 21+ ax (cu egalitate daci x = 0).

Daca x>-1,0<a <1 atunci

(13)  (1+x)* <1+ax (cu egalitate daci x = 0).

In acest sens se studiaza monotonia functiei f: (-1, ) »R, f(x)=(1+x)* —ox si
se obtin concluziile de mai sus.
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Observatie. In [19, p.246] se prezinti alte tipuri de generalizari ale inegalitatii lui
Bernoulli.

f. Inegalitatea lui Hardy-Littlewood-Polya-Karamata

Fie I un interval de numere reale, f: I —R o functie convexa pe I iar x; = x, > ...
> Xy Y1 = Y2 = ... =y, elemente din [ (n > 2) astfel incat x; >y, X + X, = y; +ya, ...,
Xpto. X 2yttt L, Xt Xy =yt Y.

Atunci: (14) f(x)) +...+ f(xy) = f(y) + ...+ f(yn).

Daca f este strict convexa, atunci 1n (14) avem egalitate daca si numai dacd x; = y;,
i=1,2,...,n.

Iata o demonstratie utilizand inductia matematica dupa n.

Pentru n = 2 avem de aratat cd daca x| = X5, y; = yp, X; 2 Y1 $i Xy + X =y, + ¥,
atunci f(x)) + f(xy) = f(y)) + f{y2).
Deducem imediat ca x; = y; =y, = x5 $iy; = pxi + (1-p) X2, y2 = (1-p) X; + pxa,

cu p= RANEPE €]0, 1] (cazul x; = x; este banal!).
X=X,

Conform inegalitatii lui Jensen avem f(y,) = f(px; + (1-p) x,) < p f(x)) + (1-p) f(x»),
f(y2) = f((1-p)x; + pxz) < (1-p)f(x) + pf(x,), de unde deducem f(y;) + f(y2) < f(x) + f(x2).

Daca f este strict convexa avem egalitate pentrup =1 < X, -X, =y, -X; © X; =Y
si cum Xx; + X, =y; +y, deducem ca x, =y,.

Presupunem inegalitatea adevarata pentrunsifiex; 2 X, = ... Z Xy 2 Xni, Y1 2 Y2

> . L2y, ylarx; 2y, X tXo 2y ty,, L, X X, >y oty X e X

Pentru ultima inegalitate deducem ca existd y > 0 astfel incat x; +...+ x, =
=y, +...+ y, ty si atunci X,+; + Y = yu. Aplicand ipoteza de inductie pentru n-uplurile

(X1 5005 Xn), (V155 Vo1, Yo 1Y), deducem ca f(xi)+...+f(xn) = iyt ... H(yn)H(yut y),
de unde deducem ca f(x;) +...+ f(Xn) + f(Xnr1) = f(y)) + ...+ f(yn1) + fyat y) + f(Xni1)-

Astfel este suficient sa demonstram ca f(y,+y) + f(x,+1) = f(y.) + f(ya+1), ceea ce ne
este asigurat de cazul n = 2.
Daca f este strict convexa, atunci egalitatea din cazul n+1 implica (x; ,..., X,) = (Y1

peees Yorlo Yo T Y) SL (Yo T Y, Xnt1) = (¥ » Yar1), adicd (X1 ..., Xar1) = (Y15-v5 Yar1)-

g. Inegalitatea lui Popoviciu

Fie I =R un interval iar f: >R o functie convexa. Atunci

(15) f(x)+f(y)+f(z)+3f(m—§+zj2Zf[x;yj+2f(y+ZJ+2f(x+Zj, pentru orice X,

2 2

y,z€ L
Daca f este strict convexa in (15) avem egalitate daca i numai daca x =y = z.
Incercam sa utilizdm inegalitatea Karamata iar pentru aceasta sd presupunem ca
+y+ X+y+z
3 _—.

z < A = ,
2z ramane sa comparam y cu 3

X
X2y =z, cum x=

< +y+ + o . . .
Daca y=> % Sy al 5 Z  atunci inegalitatea (15) rezultd prin aplicarea

inegalitatii lui Karamata pentru 6-uplurile
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> > > > > > >

3 3 3 2 2 2 2 2 2
Prin calcule elementare se aratd ca cele doud 6-upluri verifica conditiile din ipoteza
inegalitdtii lui Karamata.

< +y+ +
Daca yS%@ny z

(x X+y+z x+y+z x+y+z J[x+y X+y X+z x+z y+z y+z]
b b ’Z 9 .

aplicam din nou inegalitatea lui Karamata pentru 6-

uplurile
( X+y+z x+y+z x+y+z ][x+y X+y x4z x+z y+z y+z}
x’ b b b

> > > > > > >

3 3 3 2 2 2 2 2 2
care verifica de asemenea conditiile din ipoteza inegalitatii lui Karamata.

Observatii. 1. Pentru I = [0, o) si f : [-R, f(x) = x* , obtinem exercitiul 8.14
(caruia i-am prezentat o solutie utilizand identitatea lui Abel).

2. O generalizare a inegalitatii Popoviciu este formulatd de Alexandru Lupas sub
forma :

Fie I =R un interval iar f: [->R o functie convexa.

Atunci pentru orice X, y, z € L §i p, q, r = 0, avem inegalitatea:

10 ) e (g el 2727

prq+r

e R el MO e
p + q q +r

r+p

Pentru demonstratie recomandam [19, p 394].

3. Aplicand inegalitatea lui Popoviciu functiei f : (0, o) -»R, f (x):l obtinem
X

o o111 4 4 4
cidacda,b,c>0,atunci —+—+—+ 2 > + + .
a b ¢ a+b+c a+b b+c a+c

8.2. Forma integrala a unor inegalititi algebrice clasice

Fie n = 1 un numdr natural, a, b € R, a <b si A, ={a = Xg, X[ seer X, =b} 0
multime de puncte intermediare ale intervalului [a, b]. Reamintim ca prin norma lui
A, intelegem numdrul ||A,|=max|x; —x,_,|. Prin sistem de puncte intermediare asociate

I<i<n
diviziunii A, intelegem o familie &=(¢).., de numere reale astfel 1incat
x; <& <x;pentruorice 1 <i<n.

Din analiza matematica se cunoaste ca daca f: [a, b] —R este o functie integrabila

(in sens Riemann) atunci pentru orice sir (An)nZl de diviziuni ale lui [a, b] astfel incat

HAn —0 cand n—>oo §i pentru orice alegere a sistemelor &=(¢;).., de puncte
intermediare
n b
(17 lim 3 (v, i1 )/ (67)= ] S el

In particular deducem ca

(18) Jim 224 ff(“k-

n—®© N k=0

b;“]:if&%h

iar dacaa =0 si b =1 atunci
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ol (kY L
(19) 11m21[j=ff(x)dx-
n—>% N k=0 n 0
Sé consideram acum a, b € R,a<bsif, g: [a, b] —»R functii continue.
Cum pentru orice A € R, (f - ﬂug)2 >0 pe [a, b], deducem ca

lf( f(x) = 2g(x))dx >0 zzlf g% (x)dx - u? F(x)g(x)dx + lf FH(x)dx >0

a

2
deci cu necesitate (lff(x)g(x)de - l[]fz (x)dx - ?gz ()dx <0<

b 2y b
(20) (I f(x)g(x)dx] <[ fP(x)dx- [ g% (x)dx,

obtinand astfel varianta integrald a inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwartz.
Egalitate avem daca f = Ag cul € R.

O altd demonstratie a lui (20) se poate obtine imediat folosind varianta integrala a
identitatii lui Lagrange:

b b b 2 bb
[ 2 (x)dx - [ g2 (x)dx - [ [ f(x)g(x)dXJ = % [[(Fx)g() - FO)gx) dxdy .

Sa probam acum forma integrala a inegalitatilor algebrice de tip Cebasev iar pentru
acesta fie a, b € R, a <biar f, g: [a, b] =R doud functii integrabile astfel incat
(/0= S (g () - (1)) 0 pentru orice x € [a, b].

Conditia de mai sus se poate scrie si sub forma
F)elx)+ r()e(v)= f(x)e(y)+ f(»)e(x) , astfel ci integrand in raport cu x deducem ci

pentru orice y € [a, b] avem

jf<x>g<x>dx+(b—a>f<y>g<y>zg<y>§f<x>dx+f<y>§g<x>dx.

Integrand acum in raport cu y deducem ca

(b—a)zf(x)g(x)dx+(b—a)zf(y)g(y)dyzzf(x)dx-zg(y)dwifg(x)dx-if(y)dy@

(21) ?f(x)g(x)dx > ; 1 , «?f(x)dx . ?g(x)dx .

Inegalitatea (21) reprezinta forma integrald a inegalitatilor de tip Cebdgev.

Observatii. 1. Astfel, daca din punct de vedere al monotoniei, f si g sunt ambele fie

crescatoare, fie descrescatoare in (21) avem semnul >. Daca f si g sunt de monotonie
diferitd atunci (21) capata forma

(22) Ijzf(x)g(x)dx < 5 1 . ljzf(x)dx . Ijzg(x)dx .

2. Atat in cazul lui (21) cat si in cazul lui (22) avem egalitate daca si numai daca
una din cele doua functii este constanta (vezi [48]).

3. O alta demonstratie pentru (22) se poate prezenta considerand diviziunea
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. . k . -
A,:a=xy<x <..<x,=b cu punctele intermediare &, =x, =a+~(b—a) si aplicand
n

forma discreta a inegalitatii Cebasev n i f (ék )g(fk )2 i i 7 )g(rf i)’ obtinem
k=1 ‘

i=1j=1
P8 ele) 0 ) (24 Sete)
de unde prin trecere la limitd dupad n — oo deducem (21) (analog pentru (22)).
Sa consideram in continuare a, b € R, a <b iar f: [a, b] —R o functie integrabila,
m =min{f(x): x € [a,b]}, M =max{f(x):x e[a,b]} iar g : [m, M] —R o functie continud si

convexa (concava).
Alegem diviziunea lui [a, b] A, :a=x,<x, <..<x,=b cu punctele intermediare

& =x; :a+£(b—a), 0<k<n.
n
Conform inegalitatii lui Jensen avem:

g[l. o )JS(Z)P S (¢ /X&), de unde
n k=0 n k=0

doa (Bt )] ot e ke

b—a n b— n

Trecéand la limitd in aceastd forma finala dupa n — oo deducem

(23) g{bia«:ff(x)dx}s(z) 1 ~l£g(f(X))d-

b—a

Inegalitatile de tip (23) reprezinta forma integrala a inegalitatii lui Jensen.
Egalitate in (23) avem daca de exemplu g este functia identica.
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Capitolul 9
GRUPURI FINITE
9.1. Preliminarii. Teorema lui Lagrange. Ecuatia claselor

In cadrul acestui capitol prin G vom desemna un grup multiplicativ iar pentru o
submultime nevidda M a lui G, prin <M> vom desemna subgrupul lui G generat de M. Daca
M este formata doar din elementul x, atunci vom nota prin <x> grupul ciclic generat de M.

Prin ordinul unui grup intelegem cardinalul multimii G.

Prin H<G vom desemna faptul ca o submultime H a lui G este subgrup.

Definitia 9.1.1. Ordinu/ unui element xeG notat o(x) se defineste ca fiind
o(x)=|<x>].

Evident, o(1) = 1 iar daca x#1 si o(X) = n, atunci n este cel mai mic numar natural
pentru care X" = 1. Dacd o(x) = o, atunci x" # 1, pentru orice n > 1.

Observatia 9.1.2. 1. Daca xe G este de ordin finit si existda n e N " astfel incat
x" =1, atunci o(x) |n.

Intr-adevar, impartind pe n la o(x) gisim ¢, r €N astfel incat n=c-o(x)+r si
r < o(x).

Din x°® =x" =1 deducem imediat ci si x" =1, adicd r = 0 (tinAnd cont de
minimalitatea lui o(x)), deci o(x)

n.

2. Dacd x,y e G, astfel incat o(x) si o(y) sunt finite, Xy = yx si (o(x), o(y)) = 1,
atunci o(xy) = o(x)o(y).

Intr-adevar, daca notdm m = o(x), n = o(y) $i p = o(xy), din x™ = »" =1 deducem ca

()™ =x"".y™ =1, adica p \mn . Din o(xy) = p deducem ca (xy)” =1, deci x? =y™7 iar
de aici x™ =(y")” =1, adicd mfnp si cum (m,n) = 1 deducem cd m|p. Analog n|psi cum
(m,n) = 1 deducem ca mn‘ p,adicd p =mn.

3. Din cele de mai Tnainte deducem recursiv ca dacd x,x,,...x, €G (n>2) si

cele n elemente comuta intre ele iar ordinele a oricare doud (diferite) sunt prime intre ele,
atunci o(x,...x, ) = o(x,)...o(x,, ).

Definitia 9.1.3. Pentru xeG vom nota Cg(x) = { yeG : xy=yx } si Z(G)=

N Cg(x). Cg(x) se numeste centralizatorul lui x in G iar Z(G) centrul lui G; in mod
xeG

evident, Z(G)={xeG ; xy = yx, pentru orice yeG}.

Propozitia 9.1.4. Pentru orice xeG, C(x)<G.
Demonstratie. Dacd y, z €Cg(X), atunci yx = Xy si zx =xz. Deducem imediat ca

y x=xy Har(y "2x =y " (zx) =y "(x2) = (y "X)z =(xy )z=x(y "2), adicay 'z € Cs(x),
deci Cg(x) <G.1

Corolar 9.1.5. Z(G)<G.
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Demonstratie. Avem Z(G)= (| Cg(x) si cum o intersectie oarecare de subgrupuri
xeG

este subgrup, atunci Z(G)<G.H

Fie acum H<G si xeG.
Definim xH = {xh : heH} si Hx = {hx : heH}. Multimea xH (Hx) poartd numele
de clasa la stanga (dreapta) a lui x 1n raport cu H.

Propozitia 9.1.6. Daci x, ye G si H<G atunci

() xH=yH < x'yeH

(ii) Hx = Hy < xy "' eH.

Demonstratie. (1).Sa presupunem ca xH = yH. Cum 1€H, x = x -1 € xH = yH,
adicix=yh cuh € H. Deducem ciy 'x=h eHsi cumh' €H avem ci h' =x"'y € H.
Reciproc, fie x 'y =heH si zexH, adici z = xk cu keH. Cum x = yh™" avem z = (yh™ )k =
=y(h"'k) , adica zeyH (cici h'keH ), deci xHcyH . Analog deducem ci si yHc xH, de
unde xH=yH.

(i1). Analog.®m

Corolar 9.1.7. Daca H<G, atunci pentru xeG, xH = H (sau Hx = H) & xeH.
in particular, 1-H = H.
Vom nota (G/H), = {xH : x€G} si (G/H)q = {Hx : x€G}.

Propozitia 9.1.8. (G/H); si (G/H)4 sunt partitii ale lui G.
Demonstratie. Este suficient sa probam pentru (G/H),. Deoarece pentru orice xeG

avem X = X-1exH deducem ca (JxH =G.
xeG

Fie acum x, yeG si si demonstram ci xH=yH sau xHnyH=0) . Avem ci x 'y€H
sau x 'yeH. Daci x "'y €H, conform Propozitiei 9.1.6, xH=yH. Si presupunem acum ci

x "'ygH. Daci ar exista zExHNyH, atunci z=xh=yk cu h, k €H si am deduce imediat ci
x 'y=hk "' €H -absurd. Deci in cazul x 'y¢H avem xHNyH=0).m

Propozitia 9.1.9. Functia f : (G/H); > (G/H)q , f(xH)=Hx ! pentru orice xeG
este o bijectie .
Demonstratie. Pentru x, yeG echivalentele xH=yH < x 'yeH< x '(y ')' eH

< Hx '=Hy " (conform Propozitiei 9.1.6) ne arata ca f este corect definitd si ca este

injectivd. Cum surjectivitatea lui f este imediatd, deducem ca f este bijectie.l

Din propozitia precedentd deducem ca | (G/H),|= | (G/H)4|; acest numar cardinal
se noteazd | G:H| si poartd numele de indicele lui Hin G.

Lema 9.1.10. Daci H<G si x€G, atunci |xH|=|Hx|=|H]| .

Demonstratie. Este suficient sa aratam ca multimile xH si H sunt echipotente iar in
acest sens definim f, : H —xH, f,(h) = xh pentru orice heH.

Daca h, keH si fi(h) = (k) atunci xh=xk, deci h=k adica f este injectivd. Cum f;

este in mod evident si surjectiva, deducem ca f, este o bijectie si astfel |xH|=|H|.m

Teorema 9.1.11. Daca H<G, atunci
|G|=|H|-|G:H] .

Demonstratie. Cum (G/H), este o partitie a lui G avem |G| = Y |xH|(sumarea
xeG

facandu-se dupa clase distincte).
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Tinand cont de Lema 9.1.10 deducem ca |G |=|H|-|G:H|.m

in cazul in care G este un grup finit, atunci |G|, |H| si |G : H| sunt numere
naturale iar relatia |G |=|H]|-|G:H|aratd ca |H| este un divizor al lui |G]|.

Obtinem astfel:
Corolar 9.1.12. (Lagrange) Ordinul oriciarui subgrup al unui grup finit divide
ordinul grupului.

Corolar 9.1.13. Daci G este un grup finit de ordin n, atunci x" =1 pentru orice
x €G.
Demonstratie.Daci k=o0(x), atunci x* =1 si kjn (conform teoremei lui Lagrange),

adicd n=kt cu teN. Atunci x"=x"=(x")=1'=1.m

Definitia 9.1.14. Vom spune despre elementele x, yeG ca sunt conjugate in G si
vom scrie X ~ y dacil existii acG astfel incit x=a’ya.

Propozitia 9.1.15. Relatia de conjugare ~ este o echivalenta pe G.

Demonstratie. Deoarece pentru orice xeG, x=1"x1 deducem ca x~x, adica relatia ~
este reflexivd. Daci x, yeG six ~y, atunci existi acG astfel incat x=a’ya.

Cum y=axa'=(a")" xa" deducem cisi y~x, adici relatia ~ este si simetrica.

Fie acum x, y, z astfel incat x~y si y~z. Atunci existd a, beG astfel incat x=a'ya
si y=b'zb . Deducem cid x=a'(b'zb)a = (a'b") z (ba) = (ba)™ z (ba), adicd x~z si astfel ~

este §i tranzitiva, deci o relatie de echivalentd pe G.l

Pentru xe@G, prin [x]. vom desemna clasa de echivalenta a lui x in raport cu relatia
~ care se mai zice si clasa de conjugare a lui x (altfel zis, [x]. este multimea conjugatilor

lui x in G, adicd [x].={axa™ : a €G}).

Propozitia 9.1.16. Pentru orice x € G, |[x].|=|G : Cg(x)| .

Demonstratie. Fie H=Cg(x). Daca a, beG atunci din echivalentele axa'=bxb" <
xa'b=a"bx < a'b €H < aH=bH deducem ci functia f:[x].—(G/H),, f(axa™) = aH pentru
orice ae G este corect definitd si injectiva. Cum Tn mod evident f este si surjectie deducem

cd f este bijectie, adicd | [x]-|=|(G/H);|=|G:H|=|G: Cs(x)|.m

Deoarece {[x]-}yec formeaza o partitie a lui G deducem ca G = |J [x]. (vom lua
xeG

reuniunea dupd elementele xeG ce nu sunt conjugate intre ele ). S& remarcam si faptul ca
daci xeZ(G), atunci [x].={x}. Astfel, |G|= X |[x].|(sumarea fdacAndu-se dupi

xeG
elementele neconjugate). Scriind
|Gl= X X1+ 2 |xl.l= X |{&x|l+ X |[x].| si tinidnd cont de
xeZ(G) x2Z(G) xeZ(G) xeZ(G)

Propozitia 9.1.16 obtinem relatia |G|=|Z(G)|+ X |G:Cg(x)|, cunoscutd sub numele
x¢Z(G)

de ecuatia claselor.

In continuare vom aplica ecuatia claselor in special in cazul in care grupul G este
finit.

Observatia 9.1.17. Dacd notim H=nZ am vazut cd H<(Z,+) iar cum (Z,+) este

grup comutativ, de fapt H<(Z,+).
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Deoarece pentru orice 0< k < n-1, k= {k+cn:c€Z} = kt+H, atunci Z,= Z/H.

A A /\
Astfel, dacd pentru k ,teZ, definim k+¢= k+¢, atunci (Z,, +) devine grup

VAN
(comutativ) in care elementul neutru este 0 iar -k = n —k pentru orice 0<k<n-1. Deducem

imediat cd Z,=< 1 > adica (Zn ,t) este un grup ciclic cu n elemente.
S3 definim acum si inmultirea claselor de resturi modulo n, pentru k ,te? prin

. n . A A
k-t=kt. Dacd k=k' sit =t , atunci n | k-k' si n | t-t', astfel ca dacd scriem kt-k't'=

A

N N
=k(t-t")+t'(k-k’) deducem cé n | kt-k't" < kt=k't', adicd inmultirea claselor de resturi este
corect definita.
A
Propozitia 9.1.18. (Z,, -) este monoid comutativ iar U(Z,, -) ={k : (k,n)=1}.
Demonstratie. Asociativitatea inmultirii pe Z, este imediatd (ea reducidndu-se la
A A A A

asociativitatea inmultirii pe Z ). Elementul neutru este 1 deoarece k-1=k, pentru orice
A A A A A A
k €Z,. Daca k eU(Z, ,) atunci existd t € Z, astfel incat k-t = 1 < n|kt-1, de unde cu
necesitate (k, n)=1.

Reciproc, daca (k, n)=1, atunci existd a, feZ astfel incat ok+pn=1, de unde

a-k=1,adici k eU(Z, ), iar k' .

Observatia 9.1.19. Functia ¢:N*—N, definitd prin @(1)=¢(2)=1 iar pentru n>3,
@(m)=numarul numerelor naturale m astfel incdt m<n §i (m, n)=1 poartd numele de

indicatorul lui Euler. Astfel, pentru n>2, | U(Z,,") | = ¢(n).

Propozitia 9.1.20. Fie G un grup ciclic, G = <x>, x # 1. Daca o(x) = o, atunci
(G, -) = (Z,%) pe cand daci o(x) = n (n>2) atunci (G, -) = (Z,, +).

Demonstratie. Dacd o(x)=e, atunci x"#1 pentru orice keZ* iar G={x" : keZ}.
Definim f: (Z, +)— (G, -), f(k)=x"* pentru oricekeZ. Daci k, teZ si k=t atunci x*»x' (cici

in caz contrar ar rezulta cax* ™" =1 sau x"™* =1, dupa cum k>t sau t>k), adica f(k)=f(t),
deci f este functie injectiva. In mod evident f este surjectiva, adicd bijectivd. Deoarece

f(k+t)= xt=xkx' = f(k)-f(t) pentru orice k, teZ deducem ci f este si morfism de grupuri
adica izomorfism de grupuri si deci (G, ) = (Z,+).
Daci o(x)=n, atunci G={1, X, X°,..., x""} si atunci definim f: (Z, ,+)—(G,") prin

f( k )= x* pentru orice 0 <k <n-1.
Daci x* = x' (cu 0<k,t<n-1) atunci presupunand ci k>t deducem ca n| k-t si astfel

A

k=1, adica f este injectiva. In mod evident feste si surjectiva, adici f este bijectiva.

VAN
Deoarece f(k +1 )=f(k +t )=x""'=x" .x'=f( k )-f({ ) pentru orice k, Z, deducem

ca f este si morfism de grupuri, adica izomorfism de grupuri. B

Ca un corolar al teoremei de corespondentd pentru grupuri putem sa caracterizam
subgrupurile grupului (Z,, +) pentru n>2. Dupa cum am vazut mai inainte Z,=Z/nZ.

Conform teoremei de corespondentd pentru grupuri orice subgrup al lui Z, va fi de forma
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K/nZ unde K<(Z,+) astfel incat nZcK si in plus Z,/(K/nZ) ~ Z/K. Avem cd K=dZ cu d
divizor natural al lui n.

Prin urmare, orice subgrup H al lui Z,, este de forma H=(dZ)/(nZ) unde d >0 si djn
iar Z,/H ~ Z/dZ = Z,. Pentru un astfel de grup H avem |Z,:H|=|Z4/=d iar conform teoremei
lui Lagrange [H| = |Z,| / |Z,:H| = n/d. In plus K este grup ciclic, anume K=<d >, unde

d =d+nZel, .
Pentru exemplificare sa consideram n = 12. Divizorii lui 12 sunt 1, 2, 3, 4, 6, 12,

deci subgrupurile lui Zy, sunt: 12/127=Z,, = {0, 1,..., 11}, 22/12Z = {0, 3, 4, 6, 8,10},
32127 = {0, 3, 6, 9},42/12Z = {0, 4, 8},6Z/12Z=1{0, 6} si 122/12Z = {0 }.

9.2. Produse directe de grupuri

Fie Gy, Gy, ..., G, (n22) grupuri (multiplicative) iar G = G, X ... X G,= {(xy, ...,
Xy) : X; €G;, 1 <1< n}.

Definind pentru x = (X1, ... , X3) , Y = (V1, --- , Yu) €G, Xy = (X1y1, --- » XuYu), G
devine monoid in care 1=(1,...,1). Deoarece (X;,...,x, \xi's X' )= (x,x71 x50 )= (1,..,1)
1

-1

n )= x~", de unde concluzia

=1=(x;"'%) s X0, =(xi1,...,x Xxl,...,xn) deducem ca (xil,...,x;
ca G devine grup.

Pentru fiecare 1 <i<n, p; : G — Gj, pi(X) = x; pentru orice x = (Xy,...,X,)€G este
morfism surjectiv de grupuri iar dubletul (G, (p;)i<i<n) Vverificd urmatoarea proprietate de
universalitate:

Pentru oricare grup G’ si orice familie de morfisme de grupuri, (p7)<i<x cu p’ :
G—G ' pentru 1<i < n, exista un unic morfism de grupuri u : G —>G astfel incdt p,ou=p’
pentru orice 1<i <n.

Grupul G (impreuna cu morfismele, (p;)i<i<n) poartd numele de produsul direct al

grupurilor Gy, ..., G, .

Propozitia 9.2.1 Daca Gy, ..., G, sunt grupuri, atunci Z(G, X ... X G,) = Z(Gy)
X veo X Z(Gy,) astfel ca G; X ... X G, este grup comutativ daca si numai daca fiecare
dintre grupurile G; ... G, este comutativ .

Demonstratie. Daca X, y eG=G; X ... X Gp, x=(X1, .., X)) , Y= Y1, +++» Yn)
atunci Xy = yX < (X1Y1, -+, Xo¥n) = (V1X1, -+ vs YoXn) < X1Y1= ViX1, -.t » Xo¥n = YuXp, de unde
egalitatea Z(G)=2(G,) X ... XZ(G,). &

Teorema 9.2.2. Fie G un grup, H, K < G astfel incit HNK = {1} si HK=G.
Atunci G=H X K.

Demonstratie. Reamintim ca HK={hk : heH, keK}. Sa probam acum ca pentru
orice xe@, elementele heH si keK pentru care x=hk sunt unice. Intr-adevar, daci mai
avem h'k’ astfel incat h'eH, k'eK si x = hk =h'k’, atunci h"'h=k'k" eHNK = {1}, de
unde h"'h = K’k = 1< h=h', k=k'.

Fie acum heH, keK six=h Tk "Thk. Cum K<G deducem ca h'k'heK, astfel ca
x =h"k"hk = (h'k'h)keK si cum analog se arati ci xeH, deducem cia xeHNK={1}, adica
x=1 si astfel hk=kh.

Fie acum xeG. Atunci existdi heH, keK, unice astfel incat x=hk si definim
f:G—-HXK, f(x)=(h,k). Dacd mai avem x'=h'k’ cu h’eH, k'eK atunci xx'=(hk)(h'’k") =
h(kh")k’ = h(h’k)k’ = (hh")(kk"), de unde concluzia ca f(xx')=(hh’,kk")=(hk)(h'k")=f(x)f(x"),
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adica f este morfism de grupuri. Cum in mod evident f este functie bijectiva, deducem ca f

este izomorfism de grupuri, adicd G ~ HXK.®

Teorema 9.2.3. Fie m, neN, m, n>2 si (m, n)=1.
Atunci Z,, X Z,= Zy, (ca grupuri aditive).
~ ~ A J—
Demonstratie. Fie 2,={0,1,...,m-1}, 7;={0, 1,., n-1} iar

Zow= 40,1 comn—1} i f:Zpm—Zn X Z,, f()jc): ()%,J?) pentru orice xe {0, 1, ... , mn-1}.

Cum (m, n)=1 avem echivalentele
X=yomn|x—yom|x—ysin|x—ySi=psix=y,

de unde concluzia ca f este bine definita §i injectiva.

Cum |Z,, XZ,| = |Zn| = mn, deducem ca f este o bijectie. Deoarece probarea
faptului ca f este si morfism de grupuri aditive este imediatd, deducem ca f este izomorfism

de grupuri.®

Corolar 9.2.4. Daca m;, my, ..., m,> 2 sunt numere naturale astfel incit pentru
i#j,(my my)=1,atunci Z, x..xZ, ~Z (ca grupuri aditive).

mmy...m,

Observatia 9.2.5. Teorema 9.2.3 mai este cunoscuta in literatura matematica si
sub numele de teorema chinezeasca a resturilor.

Lema 9.2.6. Daca M si N sunt doi monoizi astfel incat M = N, atunci UM) =
U(N) (ca izomorfism de grupuri).

Demonstratie. Cum M = N exista f:M—N izomorfism de monoizi. Daca xeU(M),
atunci existd yeM astfel incat xy=yx=1. Deducem ca imediat ca f(x)f(y)=f(y)f(x)=1, adica
f(x)eU(N), astfel cd f:UM)—UN), f=f yoy este corect definitd. Dacd x, yeUM),
atunci xyeUM) si cum £ (xy) = f(xy) = fx)f(y) = f(x) f(y), deducem ci f este
morfism de grupuri. Datorita bijectivititii lui f deducem imediat si bijectivitatea lui f, de

unde izomorfismul de grupuri UM) = U(N).®

Lema 9.2.7. Daci m, nEN, m,n>2 si(m, n) =1 atunci
(Zm, *) X(Zn, *) =(Zmn, *) (izomorfism de monoizi).
Demonstratie. Ca si in demonstratia Teoremei 9.2.3 fie

A .
Zn={0, 1. m=1},Z0 ={0,1,.c.n—1}, Zopn={0,1,...mn—1}

si f: 72— Znx Zy, f(x )=(%,x) pentru orice xe {0,1, ..., mn-1}. Daca mai avem ye {0,1,
..., mn-1}, atunci X=y< mn | Xy < m | x-y si n | x-y (cdci (m, n) = 1) <
X=y si X=Yy, de unde deducem ca f: Z,—Z, X Z, , f(;) = (%,X) este corect
definita si injectiva. In mod evident, din Xy =Xy deducem ca
fixy) =f(xy) = (XAY,W) =(%,%) - (§,y) = fOfy)
iar f(T) = (i,T) =1 (in Z,, x Z,), adica f este morfism de monoizi.
Cum |Z, X Z,| = |Zmn| = mn deducem ca f este surjectie, adicd bijectie, deci

izomorfism de monoizi. W
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Corolar 9.2.8. Dacd m, neN, m, n > 2 si (m, n) = 1, atunci ¢(mn) = ¢(m)@(n).
Demonstratie. Conform Lemei 9.2.7 avem izomorfismul de monoizi

(Zma') X (Zm') = (me') .
Conform Lemei 9.2.6 avem izomorfism de grupuri U[(Zy,") X (Zn,)] = U(Zmny)-

Insa U[(Z,") X (Zy,)] = U(Z,) X U(Zy,"), de unde U(Zy,") X U(Zy,) = U(Zn,).
Totul rezultd acum din Observatia 9.1.19 deoarece

U(Zny) X U(Zny)| = U(Zmy)| - -[U(Zn,)] = @(m)(n) iar [U(Zinn, )| = @(mn). W

Corolar 9.2.9. Daca my, ... , m, > 2 (n > 2) iar pentrui=j, (m; m;)=1, atunci
o(mym, ... m,)=@(m;)e(m,) ... e(m,).

- . k . A
Corolar 9.2.10. Daci neN, n>2 iar nzpi(l...pt‘ este descompunerea lui n in

factori primi distincti, atunci ¢(n)= n[l - IJ (1 - 1] .
P P

Demonstratie. Deoarece pentru i#j, (p,-’“,pf-f):l, deducem (tindnd cont de
Corolarul 9.2.9) ca:
o()=olpl - p )= plpt Jolp )= (ol = pl7 )l - pi™)

=pl .. pi (1 —1]...(1—IJ:n(l—lJ...(l—lJ. ]
pl p[ pl pt

Daci neN’, prin partifie a lui n intelegem un sistem ordonat de numere naturale
nenule (m;, my, ..., my) astfel incat m; > m,> ... > my iar m; + m, + ... + my=n; vom nota
prin k, numarul partitiilor lui n.

lata, pentru n < 6 toate partitiile distincte ale lui n:
n=1:(1), deci k; =1
n=2:(2), (1,1), deci k, =2
n=3:(3), (2,1), (1,1,1) , deci k; =3
n=4:(4), (3,1), (2,2), (2,1,1), (1,1,1,1) , deci k4 =5
n=5:(5), (4,1), (3,2), 3,1,1), (2,2,1), (2,1,1,1), (1,1,1,1,1) , deci ks =7
n=6 : (6), (5,1), (4,2), (4,1,1), (3,3), (3,2,1), (3,1,1,1), (2,2,2), (2,2,1,1), (2,1,1,1,1),
(1,1,1,1,1,1) , deci ke=11.

Observatia 9.2.11. 1. Din teorema de structura a grupurilor abeliene finit generate

(vezi [45, p.99]) deducem ci dacid p este un numir prim iar neN” atunci exista k, tipuri de
grupuri abeliene finite de ordin p".

2. Mai general, dacd n=p;"...p;" este descompunerea lui n in produse distincte de
numere prime, atunci tinand cont i de Corolarul 9.2.4 deducem cad numarul tipurilor de
grupuri abeliene de ordin n este egal cu k, ...k, .
Astfel, exista ks = 5 tipuri de grupuri abeliene de ordin p* (cu p prim):
Z pte corespunzator partitiei (4),

z 7% Z, - corespunzator partitiei (3,1),
Z 2% Z P corespunzator partitiei (2,2),

7, X7, X7, — corespunzitor partitiei (2,1,1),
L, X Ly X L, X X, corespunzitor partitiei (1,1,1,1),
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iar dacd p si q sunt numere prime distincte, atunci exista k; -k;=9 tipuri de grupuri abeliene

de ordin p'q : Zp3 XZ({;, sz XZPXZ(]“ ZPXZPXZPXZ(I“ Zp3 ><Zq2 X2,

Z o XTXT o XLy o TXLXT XL XLy T XLXTX Ly, L o XX XLX T,

LyX LyX Ly X LG XL (XL .

Observatia 9.2.12. 1. Cum 4=27, conform Observatiei 9.2.11 exista existd doud
tipuri de grupuri cu 4 elemente: 7, si Z, xZ, .

2. Considerand K = {1, a, b, ¢} cu elementele multiplicindu-se dupi regula a’ =
=b> =c’ =1,ab=ba=c bc=cb=asica=ac=b, obtinem un grup izomorf cu
Z , xZ , numit grupul lui Klein.

9.3. Teorema lui Cauchy pentru grupuri finite. Grupul diedral D, de grad n.
Structura grupurilor finite cu 2p elemente (p prim, p=>3)

In cadrul acestui paragraf, prin p vom desemna un numdr prim (p>2).

Teorema 9.3.1. (Cauchy) Daca G este un grup finit astfel incat p||G|, atunci

exista xe G astfel incat o(x)=p (echivalent cu exista H<G astfel incat | H | = p).
Demonstratie. Cazul 1: G comutativ. Vom face inductie matematicd dupa

cardinalul grupurilor finite G cu proprietatea ca p | |G|. Dacé |G| = p , atunci G este ciclic si

orice element xeG, x#1, are ordinul p. S& presupunem afirmatia adevaratd pentru orice

grup comutativ G’ cu proprietatea ca |G'|<|G| si p | |G’| si s-0 demonstrim pentru grupul
comutativ G (in ipoteza p | |G| ). Pentru aceasta alegem xeG, x#1. Daca p | o(x), atunci

o(x)=tp cu teN" iar din x*®=1 deducem ci x* =1 < (x')’=1 adici o(x')=p. Daci p } o(x),

atunci alegem H=<x>={1, x, ..., x*™"} care este subgrup normal al lui G (G fiind presupus
comutativ). Dacd vom considera G'=G/H atunci |G'|=|G|:0(x)<|G| si cum p | |G| iar (p,
o(x))=1 deducem ca p | |G'|. Aplicand ipoteza de inductie lui G’ deducem cé exista un
element yHeG’ astfel incat o(yH)=p. Din (yH)’=H deducem ca y’H=H, adica y’eH, deci
y*=x' cu 1<t<o(x)-1. Deducem imediat ci y°**"=1 si astfel elementul z=y*eG va avea
ordinul p.

Cazul 2: G necomutativ. Vom reduce acest caz tot la Cazul 1 iar in acest sens vom
utiliza ecuatia claselor pentru grupul G expusa in finalul paragrafului 9.1 al acestui capitol:
IG| = |Z(G)| + Y)|G:Cq(x)| (sumarea facandu-se dupa elementele xeG \Z(G) pentru

x2Z(G)
care clasa de conjugare [x]. este netriviald).
Daca exista un element x ¢ Z(G) astfel incat p | |Cg(x)| atunci ca si in cazul 1 facem
inductie dupa |G| (aplicand ipoteza de inductie lui G'=Cg(x)).
/4

‘CG (x)‘
cap||G:Cg(x)|sicump | |G|, din ecuatia claselor deducem ca p | |Z(G)| . Cum Z(G) este
comutativ, conform Cazului 1 existd un element in Z(G) (deci in G) astfel incéat ordinul lui

Daci p 1 |Cs(x)| pentru orice x  Z(G), atunci cum \G :Cq (x)\ = deducem

este p si astfel teorema este complet demonstrata.

Definitia 9.3.2. Vom spune despre un grup G ca este p — grup daca ordinul
oricarui element al siu este o putere naturala a lui p.

Corolar 9.3.3. Daca G este un grup finit, atunci G este p—grup daca si numai
daci | G | este o putere naturala a lui p.
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Demonstratie. ,,=". Daca prin absurd existd un numar prim q astfel incat q # p si
q || G|, atunci conform teoremei lui Cauchy, existd xeG astfel incat o(x)=q contrazicand
faptul ca G este p — grup.

,, <= . Totul rezultd din teorema lui Lagrange .®

Corolar 9.3.4. Daca G este un p—grup finit, atunci Z(G) #{1}.
Demonstratie. Scriem din nou ecuatia claselor pentru grupul G:
|G |=]12Z(G) |+ 2|G:Cq4(x)| (unde reamintim ca suma se face dupd acele elemente
¢Z(G)

x ¢ Z(G) pentru care clasele de conjugare [x]. sunt netriviale si diferite). Conform
Corolarului 9.3.3, |G |=p" cu n>1 iar pentru x ¢ Z(G) pentru care [x]. este netriviald avem
| G : Co(x) | = p™ cu m>1 astfel cd din ecuatia claselor deducem cid p | Z(G)|, adica

| Z(G) |>p si astfel Z(G) este netrivial. B

Lema 9.3.5. Daca G este un grup astfel incit G/Z(G) este ciclic, atunci G este
comutativ.

Demonstratie. Fie H=Z(G) iar G/Z(G) = <xH> cu xeG. Daca y, zeG atunci
yH=x"H iar zH=x"H cu m,n eN, de unde y=x"h;, z=x"h, cu h;,h,eH=Z(G). Atunci
yz=x"""h;h, iar zy=x"""h,h; si cum h;h,=h,h, si m+n=n+m deducem ci yz = zy, adici G

este comutativ.

Corolar 9.3.6. Dacii G este un grup cu p’ elemente, atunci G este comutativ.
Demonstratie. Cum Z(G)<G, |Z(G)|e{l, p, p’}. Conform Corolarului 9.3.4,
|Z(G)| #1 iar daca |Z(G)| = pz, atunci G = Z(G), adica G este comutativ. Raméane sa
2
analizam doar cazul |Z(G)|=p. In acest caz, cum |G / Z(G)| :Z(G) =2 _ p lar p este
p
prim, deducem ca G/Z(G) este ciclic si conform Lemei 9.3.5 ajungem si in acest caz la

concluzia ca G este comutativ. B

Definitia 9.3.7. Dacd n > 1 este un numar natural, prin grupul diedral de grad n
intelegem un grup D, cu 2n elemente generat de doui elemente s si r ce satisfac
conditiile: s’=1, r"=1sisrs=r". in concluzie, [Dy| = 2n iar D,={1, r, 2, .. s, s,
sr%, ..., sr™').

Pentru interpretarea geometricd a grupului diedral D, recomandam cititorului
excelenta monografie [45] dedicata teoriei grupurilor finite.

Teorema 9.3.8. Presupunem ca p este un numar prim >3. Daca G este un grup

cu 2p elemente, atunci G este ciclic ( izomorf cu (Z,,,+)) sau diedral ( izomorf cu D,).
Demonstratie. Cum |G| = 2p iar 2 si p sunt numere prime (p=3) atunci (conform
Teoremei 9.3.1.) existd s, reG astfel incat s> = 1 si r = 1. Considerand H = <r > avem

. 2 o o N . ; .
|H=p si cum |G:H| =2 _ 1 deducem cd H<G, astfel ca srs' eH, deci srs=r' cu 0<i<p-1.
p

2 P . .
Deducem imediat cd »" = (') = (srs)’ = sr's = s(srs)s = s?rs? =, deci p | i*-1
=(i-1)(i+1). Dacap|i-1, atunci srs =1 < sr=rs si atunci G va fi comutativ .
Din teorema de structura o grupurilor abeliene finit generate si teorema

chinezeasca a resturilor deducem ca G = Z,x Z,, = Z,,.

Daci p | i+1, atunci srs=r' si obtinem astfel descrierea grupului diedral D, m

In continuare vom prezenta un rezultat ce aratd in esentad ca pentru p — grupuri
finite functioneaza reciproca teoremei lui Lagrange.
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Mai precis vom demonstra:

Teorema 9.3.9. Fie G un p-grup, |G| = p™ cu meN. Atunci pentru orice 0 <i <
m existid un subgrup normal G; in G astfel incit | G;|=p'si {1}=G, < G, < ... < G,
=G.

Demonstratie. Facem inductie matematicd dupa m (afirmatia fiind evidenta pentru
m=0, ).

Sé presupumen m>1 si cd afirmatia din enunt este adevarata pentru orice grup G’
de ordin p™' si fie G un grup astfel incat | G | = p™ . Conform Corolarului 9.3.4, Z(G)={1}

si fie zeZ(G), z#1l. Cum o(z) | | G | = p™, fie o(z)=p" cu 1 <n < m iar G;=<z"  >. Cum
2 2l si (2" =2 =1 deducem cd o(z” )=p si astfel | G, [=p. Cum zeZ(G)
deducem cd G;<Z(G) si atunci In mod evident G, < G. Alegind G'=G/G, , cum |G’|
= p™/p = p™' putem aplica ipoteza de inductie lui G', deci exista subgrupurile G'y, G's, ...,
G'\,.1 normale in G/, astfel incat G’y <G" < .. <G, =G’ 51 |G'j| = pi pentru orice 0<i<m-1.

Conform teoremei de corespondenta pentru grupuri avem G'; = Gi+1/G; cu G <G
astfel incat G, < G;. in plus, G, € G, < ... € G, = G si pentru orice 0 < i < m-1,
IGi1|=IG"i|Gy[=p"-p=p""". Alegand G,={1}, subgrupurile Gy, Gy, ..., G, satisfac conditiile

din enuntul teoremei. ®

9.4. Grupuri de permutiri. Teorema lui Cayley. Grupurile S, si A,

Fie M o multime nevida iar 2(M)={feHom(M) : f este bijectivd}; in mod evident,
(Hom(M),o) este monoid iar 2(M) apare acum ca grupul unitatilor monoidului Hom(M).

Convenim s numim grupul (M) ca fiind grupul permutarilor asupra elementelor
multimii M.

Daca M este o multime cu n elemente (exemplul clasic fiind M={1, 2, ..., n} cu
n>1), atunci grupul 2(M) se noteaza prin S, si se va numi grupul permutarilor asupra unei
multimi cu n elemente sau grup simetric de grad n. (vom vedea mai departe ca pentru
grupul S, natura elementelor multimii M joaca un rol secundar, numaérul elementelor lui M
avand importanta).

Astfel, un element ¢ al lui S, se va prezenta de multe ori sub forma unui tabel

1 n
0 o)

Vom nota prin e, sau simplu prin e (daca nu este pericol de confuzie) permutarea
identica din S,,.

Tinand cont de Propozitia 7.1.11 deducem ca | S| =n!.

Teorema 9.4.1. (Cayley) Orice grup G este izomorf cu un subgrup al grupului
de permutiri X (G).
Demonstratie. Pentru xeG se probeazd imediat ca 0,:G—2(G), 0:(y)=xy pentru

orice yeG este un element din 2(G). Sa aratam acum cad :G—2(G) , ¢(x)=0, pentru orice
xe@ este un morfism injectiv de grupuri. Dacd x, yeG si ¢(x)=¢(y), atunci 6,=6, deci in
particular 0,(1)=0y(1) < x-1=y-1 <x=y, de unde deducem ca ¢ este ca functie o injectie.

De asemenea, ¢(x) ° ¢(y) = 0 ° 0, iar dacd zeG avem (0 ° 0,)(z) = 6, (0/(2)) =
X(yz) = (Xy)z = 0,y(2), adicd 0y ° 0, = 0, = @(Xy), deci @(x) > ¢(y) = ¢(xXy), adicdi pcHom
(G, Z(G)). Deducem ca G = ¢(G) < 2(G).m
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in continuare ne vom ocupa de studiul grupului S, cu n>2. Evident, grupul S, avand
2 elemente este comutativ pe cand incepand cu n>3, S, nu mai este comutativ.

Definitia 9.4.2. Numim ciclu de lungime k (2 <k < n) o permutare c€S, pentru
care exista elementele distincte iy, iy, ..., iy din {1, 2, ..., n} astfel incat o(i,)=i,, 6(i,)= i3,
..., 6(iy)=l; iar o(i)=i pentru orice ie{l, 2, ..., n} \ {i;, i, ..., ix}.

Convenim sd notam un astfel de ciclu 6 prin 6 = (i; i, ... i) sau 6 = (iy,ip, ..., 1)
(daca exista pericol de confuzie la scrierea indicilor).
Ciclii de lungime 2 se mai numesc §i transpozitii.

) 12345). 12345
De exemplu, in S5 (13 5)= iar (2 4)= .
32541 14325

Daca 6 =(i; iy ... ix) este un ciclu de lungime k, convenim sa numim multimea {i,,
ip, ..., 1k} cafiind orbitaluic .

Dacat=(j;j, ... ]Jy) esteun alt ciclu de lungime t din S, , vom spune ca ¢ si T sunt
ciclii disjuncti daca {i, s, ..., i} N {j1, J2, - -5 J1} =9.

Propozitia 9.4.3. Daca o, T sunt ciclii disjuncti din S,, atunci ot=70.

Demonstratie. Daca i € {1,2,...,n} \({i}, 12, ..., ik} Y {j15J25 ---» Ji} ), atunci (o1)(i)
= (10)(1) = 1. Sa presupunem ca ie{ij, i, ..., ik}, sd zicem de exemplu ca i=i;. Atunci
(ov)(i)=0(t(1))=c(i)=0(i;)=i,, iar (tw0)(i)=t(c(i))=t(i)=i, de unde concluzia ca
(ot)(1)=(10)(i). Analog se aratd ca (ot)(i)=(to)(i) dacd i€ {ji, ja, ..., ji}, de unde deducem
egalitatea ot = 10.

In esentd am folosit faptul ca dacd i¢ {ij, i, ..., iy} atunci ©(i)=i iar dacd j& {j, j»,

..+, Ji}, atunci 6(j)=j. A

Observatia 9.4.4. Deoarece pentru orice 2 <k <navem (i; i ... iy)=(l2 i3 ... ik ;) =

.. . - ! e e e L .
... =(ix 1y ... ix.1) deducem cain S, exista ; . Af ciclii distincti de lungime k.

Propozitia 9.4.5. Ordinul oricérui ciclu de lungime k (2 < k < n) este k . Daca
o,7 sunt 2 ciclii disjuncti de lungimi k si respectiv t (2 <k, t <n), atunci o(ot)=[k, t]. in
particular, daca (k, t)=1, atunci o(ct)=0(c)-0(T).

Demonstratie. Trebuie in prima parte si demonstrdm c¢i o*(i)=i pentru orice ie {1,
2, ...,n},unde 0=(iy, 1z, ... , Iy) este un ciclu de lungime k.

Daca ie {1,2,...,n}\ {i;, 1, , ..., iy}, atunci in mod evident (sk(i)=i. Dacaie{i,,
i , ..., 1}, de exemplu i = iy, atunci 6°(i) = o(c(i)) = 6(c(i1)) = o6(ip) = i3, deci o*'(i) = iy #i
iar Gk(i):i si analog pentru orice ie {i; , i, , ... , ik}, 1#l; , de unde concluzia ca o*=e iar k
este cel mai mic numadr natural cu aceasta proprietate, adica o(c)=k.

Fieo=(;1y ... i), T= (i j2 ... jo) ciclii disjuncti de lungime k si respectiv t (2 <Kk,
t<n), e =01 =10, s = [k, t] iar r = o(g). Va trebui sa demonstram car =s.

Deoarece k, t | s deducem ca g=e, adica rjs. Cum &= e deducem cd o't'=¢ adica
o=t" . Dacd am avea ¢'#e¢, atunci exista i€ {i; i, ... ,i} astfel incat ¢'(i)#i. Cum o' =1~
deducem ci si T'()#i, adica i€ {ji, jo, ..., jib — absurd !. In concluzie ¢ "=t '=e, de unde

deducem Kkjr si tjr. Cum s=[k, t] deducem ca sjr, adica s=r.H

Corolar 9.4.6. Daci oy, ..., 6, sunt ciclii disjuncti doi cite doi din S, de
lungimi t, ..., tx atunci o(oq ... 6 )=[ty, ..., ti].

Teorema 9.4.7. Orice permutare 6€S,, ¢ # e se descompune in mod unic in
produs de ciclii disjuncti (exceptind ordinea in care acestia sunt scrisi).
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Demonstratie. Fie t=|{ i€ {1,2,...,n} | o(i)#i }| ; cum o#e deducem ca existd
ie {1,2.,...,n} astfel incat o(i)=i si astfel si 6(c(i))#=0(i), de unde concluzia ca t>2. Vom face
acum inductie matematica dupa t.

Daca t=2 totul este clar caci in acest caz o se reduce la o transpozitie.

S& presupunem acum teorema adevaratd pentru toate permutdrile ce schimba
efectiv mai putin de t indici §i sa ardtam ca dacd o este o permutare ce schimba efectiv t
indici atunci ¢ se descompune in produs de ciclii disjuncti.

Alegem ipe {1, 2, ...,n} pentru care o(ip)#iy si fie g=o(c). Alegand i,=o(iy), i,=0(i,),

. Hlr=o(iy), ... se vede ca ik=ck(io) pentru orice k>1. Cum "= e deducem ci c"(iy)=lo,
deci ig=lo.

Putem alege atunci cel mai mic numar natural m cu proprietatea ca i,=i,. Atunci
numerele ig,1;,...,ln.; Sunt distincte intre ele.

Intr-adevar, daci i=i, cu 0<r, s<m, atunci ¢"(ip)=0"(io).

Daca r>s, notand p=r-s obtinem c"(iy)=i, si deci i,=i, contrazicand alegerea lui m
(caci p<m).

Analog daca r<s. Cu ig,iy, .... ,in.; formam ciclul ©=( igi; .... iy, 1) §i sd consideram
permutarea ¢’ =1 6. Dacd avem un i astfel incat o(i)=i , atunciie {10,115 -+.. , ;1§ $1 deci
T 'l(i)=i de unde o'(i)=i. Cum i,=0(iy), 1,=6(i;), ... , 17=0(in.;) deducem ca pentru orice
ie{ i1, .... ,im1} avem o'(i)=1.

Rezulta ca o’ schimba efectiv mai putin de t-m elemente iar cum m>2 atunci t-m<t,
deci putem aplica ipoteza de inductie lui ¢’. Rezulta atunci ca putem scrie 6'=t, ... T; cu T,

. T, ciclii disjuncti. Punand t,=t obtinem cd o= 1)1, ... T, iar T, este disjunct fatd de
ceilalti ciclii.

Din modul efectiv de descompunere de mai 1nainte deducem ca scrierea lui ¢ sub

forma 6= 1,1, ... T, este unic determinati. ®

Observatia 9.4.8. Dacd 6 = ( iy, Iy, .... ,ix) este un ciclu de lungime k din S, (2 <k
<), atunci se probeaza imediat prin calcul direct ca avem urmatoarele descompuneri ale
lui 6 In produs de transpozitii:

6= (1112) (i213) ... (k1 1) = (i1 ) (k) - (i1d2).

Din Teorema 9.4.7 si Observatia 9.4.8 deducem imediat urmatorul rezultat:

Corolar 9.4.9. Orice permutare ¢S, (n > 2) este un produs de transpozitii (sa
observiam ca daci ¢ = e, atunci o = (12)(12)).

Definitia 9.4.10. Fie 6€S,. Signatura lui o este numirul sgn(c)= T[] o) - o) ;

Isi<jsn 1]

evident, sgn(c)e {i 1} .

O inversiune a lui o este o pereche (i j) cu 1 <i <j < n astfel incat 6(i) >0 (j).

Daca r este numérului de inversiuni ale lui 6, atunci evident sgn(c) = (-1)"

Daca r este par spunem ca ¢ este permutare pard iar daca r este impar spunem ca ¢
este permutare impara .

Vom nota prin A, multimea permutarilor pare.

Astfel, 0€S, este pard < sgn(c)=1 si impara < sgn(c)=-1.

Propozitia 9.4.11. Dacia o, T€S,, atunci sgn(c°t) = sgn(c)-sgn(t).

a(z(@) —a(z(j) _

Demonstratie. Avem sgn(co7)= T[]
I<i<j<n 1=
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)=o) 7i)-2()_  ol)=ol) =70

! =sgn(0)«sgn(r) L
wicjen 7(i)=7(5) i—j  isicjen =] 1sicjen 0=

!
Corolar 9.4.12. Pentru orice n > 2, A, < S, iar |4,| :% .

Demonstratie. Din Propozitia 9.4.11 deducem ca functia sgn : S, — {£1 } este un
morfism surjectiv de la grupul (S,,°) la grupul multiplicativ ({ £1 },).

Deoarece Ker(sgn) = ={ceS, : sgn(c)=1}=A, deducem imediat ca A,<S,.
Conform Teoremei fundamentale de izomorfism pentru grupuri deducem ca S,/A, = {£1},
‘S n‘ n!

de unde concluzia cd [Sy/A, [=2 < |S,|:|A,|=2 < |4,|= S
Observatia 9.4.13. Orice transpozitie (rs) cu 1 <r < n este 0 permutare impara.
Intr-adevar, inversiunile sale sunt de forma (r, 1) cu r<i<s sau (i,s) cu r<i<s astfel ca

numarul lor este egal cu 2(s-r)-1.

Astfel dacd ceS, si scriem pe ¢ ca un produs de transpozitii 6 = tit,...t, , atunci
sgn(o) = sgn(t;) sgn(ty) ... sgn(t,)= (-1)" si deci ¢ va fi permutare para sau impara dupa
cum m este par sau impar.

in particular, dacd o=(i; i, .... iy) cum 6=(i11,)(i213)...(ix.11x) deducem ca

sgn(o)=(-1)".

Teorema 9.4.14. Douid permutiri o, f€S, sunt conjugate in S, daca si numai
daca ele au aceeasi structura ciclica.
Demonstratie. ,,=”. Daca a, B sunt conjugate in S,, atunci existd yeS, astfel incat

B=yoy" . Insd yay" are aceeasi structura ciclicd cu o (cici dacd a = ... (ij i ... i) ... ,
atunci yoy'= ...( y(iy) y(i2) .... y(i0))... de unde concluzia ci o si p au aceeasi structura
ciclica.

Faptul ci yay” actioneazi asupra lui o de maniera descrisi mai sus se probeazi
astfel : se descompune o in ciclii disjuncti & = cc, ... ¢, si se observd ca yay'=(yc;y")
(vey™") ... (yey") iar daca de exemplu ¢,=(i\i; ... iy), atunci ye,y ' =[y(i1ix)y™"] [y(i2iz)y'] ...
[v(ix1iy)y '], totul reducindu-se astfel la a proba de exemplu ci y(i;ir)y"'=(y(i))y(i,)) <
Yo(ii)=(y(i)y(i2))°y.

Dacd i€ {12, ...,n} \ {iy,ir} atunci y(i)=y(i1),y(i2) si (ye(i1,))(D)=y((11,2)(1))=y(i) iar
((v()y())y)(®) =(v(iny())(v(@)= (i) iar daca de exemplu i=i, atunci (ye(iji2))(i1)=
=Y((1112)(11))=y(i2) iar ((v(i1)y(i2))°y){)=(v(i)y(i2))(v(i1))= v(i2), de unde egalitatea dorita.

,,<=". Sa presupunem acum ca o si f au aceeasi structura ciclica si sd construim y
astfel incat p=yory ™.

Vom face lucrul acesta pe un exemplu concret (la general rationindu-se analog). Sa
presupunem ca suntem In Ss si avem o=(1 5)(423)si B=34)(215).

Tindnd cont de felul in care actioneazi yoy' asupra lui o deducem ca:

_[1>423 =(13542). m
"=l34215)" :

Tinand cont de Observatia 9.4.4 si de Teorema 9.4.14, putem determina cu usurinta
numarul permutarilor a din S, de o structura ciclicd data.

82



De exemplu numarul de permutari din S, de forma (1 2)(3 4) este —

1

(5

4x3 2x1
X
2

(factorul % aparand datorita egalitatii (a b)(c d)=(c d)(a b) pentru {a,b,c,d}={1,2,3,4}).

Gasim astfel pentru S, urmatorul tabel de structura:

J-3

Structura | Numarul lor Ordinul | Paritatea
ciclica
(1) 1 1 para
(12) 4x3 _ 6 impare
2
(123) 4><3><2:8 3 pare
3
(1234) 4 6 4 impare
4
(12)(34) 1(4x3x2x1j_3 2 pare
202 72 )

Se observa ca 1+6+8+6+3=24=4!,

Putem acum prezenta un rezultat care ne arata ca reciproca teoremei lui Lagrange
pentru grupuri finite este falsa.

Teorema 9.4.15. Grupul A, (care are ordinul 12) nu contine subgrupuri de
ordin 6.

Demonstratie. Din tabelul de structura pentru S, deducem ca A, constad din 8 ciclii
de lungime 3, trei produse de transpozitii disjuncte §i permutarea identica. Aceste elemente
sunt:(123),(132),234),(243),341),(314),(412),(421),(14)23),(12)34),
(1 3)(2 4)sie. Satrecem acum la demonstrarea teoremei si sd presupunem prin absurd ca
existd H<A, astfel incat [H|=6. Atunci |A4:H|—% =2,deci H<A, astfel cd pentru orice
acH, pap’ €H pentru orice fcA, (adica H va contine odati cu o permutare, oricare alta
conjugata a sa prin permutari pare). Deoarece A4 contine 8 ciclii de lungime 3 deducem ca
existd un astfel de ciclu o cu aeH. Conform Teoremei 9.4.14 si Propozitiei 9.1.16, a va
avea 8 conjugati In Sy astfel ca [Ss: Cg, (@) =8 (conform Propozitiei 9.1.16), de unde

24

deducem ca ‘CS4 (a)‘:§:3. In mod evident, Cs, (@)={e, 0, o'l si cum e, o, a'€A,
< . 12 . . .
deducem cé |C, (@)| =3 deci |Ay: C ()| = 3 =4. Deducem ca a va avea 4 conjugati

in A4 si cum H<A,, cei patru conjugati ai lui a sunt in H. Tot din tabelul de structura al lui
S4 i A4 deducem ca H trebuie sa contind un element 3 de ordin 2 (caci dacd ar mai contine
un ciclu de lungime 3 atunci ar mai contine incad 4 conjugati ai acestuia depasind numarul
de 6 elemente ce am presupus a fi in H).

Deoarece P este pard avem P=(a b)(c d) astfel cad pana acum am descoperit 6

elemente din H: 4 ciclii de lungime 3, e si B. Deoarece H<IA, alegdnd y=(a ¢ b)eAy, ar
trebui ca si yBy'=(c a)(b d) €H si cum yPy"'#p am deduce ci H contine cel putin 7 elemente
— absurd!.

Deci A4 nu contine subgrupuri de ordin 6.1
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9.5. Teoremele lui Sylow. Caracterizarea grupurilor cu pq elemente (p si q
numere prime distincte ) si 12 elemente

In cadrul acestui paragraf prin G vom desemna un grup finit. Conform teoremei lui
Lagrange ordinul oricérui subgrup al lui G divide ordinul lui G. Dupa cum am demonstrat
(Teorema 9.4.15) reciproca teoremei lui Lagrange este falsd (in sensul ca existd grupuri
finite cu proprietatea ca pentru un anumit divizor al grupului respectiv grupul nu are
subgrupuri de ordin egal cu acel divizor). Existd in teoria grupurilor anumite rezultate pe
care le vom prezenta in continuare (datorate matematicianului L. Sylow (1832-1918)) si
care permit si se stabileasca existenta subgrupurilor de ordin p" ale Iui G (cu p prim si
neN") si care dau informatii importante despre aceste subgrupuri. Astfel, teoremele lui
Sylow sunt de importantd fundamentald in teoria grupurilor finite. Deoarece prezenta
monografie nu este un tratat de teoria grupurilor vom prezenta doar enunturile acestor
teoreme, cititorul dornic de a vedea cum se demonstreazd acestea putand consulta de
exemplu lucrarile [35], [38] sau [45] (dupd ce in prealabil s-a pus la punct cu anumite
chestiuni legate de actiuni ale grupurilor pe multimi).

Definitia 9.5.1. Fie p un numér prim si si presupunem ci |G| = p"r cu meN,

reN" si (p, r)=1. Numim p- subgrup Sylow al lui G orice subgrup al lui G de ordin p™.

Pentru H<G vom nota Ng(H)={geG : gH=Hg}.
In mod evident avem H<ING(H)<G si pentru orice subgrup K<G astfel incat H<K
avem K<Ng(H), deci Ng(H) este cel mai mare subgrup al lui G (fatd de incluziune) ce

contine H ca subgrup normal). In particular, HSG < Ng(H)=G.
Subgrupul Ng(H) poarta numele de normalizatorul lui Hin G .

Iata acum enuntul teoremelor lui Sylow:

Teorema 9.5.2. (Prima teoremd a lui Sylow) Pentru orice grup finit G si orice
numar prim p exista un p-subgrup Sylow al lui G.

Teorema 9.5.3. ( A doua teoremd a lui Sylow) Fie G un grup finit si p un
numar prim . Daca H este un p-subgrup Sylow al lui G iar K este un p-subgrup al lui
G, atunci existi geG astfel incit K < g "Hg. in particular, daci K este p-subgrup
Sylow al lui G, atunci K=g "Hg.

Teorema 9.5.4. (A treia teoremd a lui Sylow) Daca notim prin n, numarul p-
subgrupurilor Sylow distincte ale lui G, atunci n, = |G:Ng(H)| (unde H este un p-

subgrup Sylow particular al lui G), n, divide | G:H | iar n,=1(mod p).

In continuare vom prezenta cateva aplicatii ale acestor teoreme urméand ca in finalul
paragrafului sd prezentdm un tabel cu caracterizarea grupurilor finite cu cel mult 15
elemente.

Teorema 9.5.5. Fie p si ¢ numere prime distincte, p >q si sd presupunem ca
|G| =paq.
(i) Daci q { p-1 atunci G este ciclic ;

(ii) Daca q | p-1 atunci G este generat de doui elemente a si b satisfacand

conditiile 2= b’ =1, a'ba=b" cu r#1 (mod p) insi r* = 1 (mod p).
Demonstratie. (1). Conform teoremei lui Cauchy pentru grupuri finite, G contine un
element b de ordin p; fie H = <b>. Cum H este un p-subgrup Sylow, atunci conform celei
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de a treia teoreme a lui Sylow numarul conjugatilor lui H (adicad a subgrupurilor de forma
gHg' cu geG) este de forma 1+up cu ueN. Insid 1+up=|G:Ng(H)| si trebuie sa dividi
|Gl=pq. Cum (1+up, p)=1 atunci 1+up | q iar cum q<p deducem ca u=0, deci H<G.

De asemenea, existda un element aeG al carui ordin este q; fie K = <a>. Ca si mai
inainte K este g-subgrup Sylow al lui G astfel ca | G : Ng(H) [=1+kq cu keN. Cum 1+kq | p
iar prin ipotezd q { p-1 deducem ca k=0.

Astel K < G,deci GRH X K= Z,X Z,= Z,, , deci G este ciclic in acest caz.

(i1). Sa presupunem ca q | p-1. Atunci K nu mai este subgrup normal in G.

Cum H < G, a'ba=b" cureN.

Putem presupune r#1 (mod p) (cici in caz contrar ne reantoarcem la cazul
comutativ). Prin inductie se arati usor ci a’ba’ = »” . in particular pentru j=q avem b = 5",

adicir? = 1 (mod p).m

Corolar 9.5.6. Orice grup cu 15 elemente este ciclic (deci izomorf cu (75 , +)).
Demonstratie. Totul rezultd din Teorema 9.5.5 pentru p=5 si q=3 observand ca

g3 {p-1=4.m

Definitia 9.5.7. Un grup de ordin 8 avind doi generatori a si b ce satisfac
relatiile a'=1, b’=a’ si b'ab=a"' se noteazi prin Q si poarti numele de grupul
quaternionilor.

Teorema 9.5.8. Grupurile Q si D, sunt singurele grupuri necomutative de
ordin 8.

Demonstratie. Dacd G este un grup necomutativ cu § elemente atunci G nu contine
elemente de ordin 8 si nu toate elementele sale au ordinul 2, de unde concluzia ca G contine
un element a de ordin 4.

Alegem beG astfel incat bg<a>. Cum |G : <a>| = 2 deducem ca <a> < G si
G/<a> ~ Z,, de unde cu necesitate b> e<a>. Daci b’=a sau b’=a’ atunci o(b)=8,

contradictie, deci avem doar cazurile b>= a’ sau b*= 1. Cum <a> < G deducem ca b'ab
€<a> iar cum o(a”)=2 avem doar posibilititile b"'ab=a sau b’'ab=a’.

Cazul b'ab=a il excludem cici el implica ab=ba, adici G este comutativ astfel ci
avem doar situatiile :

(1) a'=1,b’=a’si b'ab=a’=a"' sau

(i) a'=1,b’=1si b'ab=a’=a".

In cazul (i) avem descrierea lui Q (deci G=Q) iar in cazul (ii) avem descrierea lui

Dy deci (GzD4).

In continuare vom caracteriza grupurile finite cu 12 elemente, iar pentru aceasta
avem nevoie sa introducem un nou tip de grup finit.

Definitia 9.5.9. Daca ne N, n >2 prin grup diciclic de ordin 4n (notat DI, )
intelegem un grup cu 4n elemente, DI,={1, x, ..., X"y, xy, ... , X"y} ale cirui
elemente le multiplicim astfel:

Xaxh - Xa+b
Xa(xby) — Xa+by
(' y)x" =x"y
x"y) (x"y) = x""
unde 0 < a, b < 2n-1 iar puterile lui x sunt considerate modulo 2n.
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Se observa ca pentru n=2, DI, = Q (grupul quaternionilor).

Suntem acum Tn masura sd prezentam teorema de structurd a grupurilor finite cu 12
elemente:

Teorema 9.5.10. Fie G un grup finit cu 12 elemente.

(i) Daci G este comutativ, atunci G este izomorf cu 7, sau 74 x 73

(ii) Daca G este necomutativ atunci G este izomorf cu D¢, DI; sau Ay.

Demonstratie. (1). Rezulta din teorema de structurd a grupurilor abeliene finit
generate .

(i1). Fie t numarul subgrupurilor Sylow distincte ale lui G cu 3 elemente. Conform

teoremelor lui Sylow t=1 (mod 3) si t}4.

Astfel, G are fie un singur subgrup de ordin 3 (care trebuie sa fie subgrup normal)
fie 4 subgrupuri (conjugate). Tot conform teoremelor lui Sylow deducem ca G trebuie sa
aiba unul sau 3 subgrupuri de ordin 4.

Cazul 1. Presupunem ca G contine un singur subgrup (normal) H de ordin 3 generat
de x.

Daca K este un subgrup al lui G de ordin 4 atunci K este ciclic (K=Z4) sau K este

izomorf cu grupul lui Klein (K~Z, X Z,).
(a). Sa analizam cazul cand K este ciclic, K=<y>.
Cum HNK={1}, atunci clasele H, Hy, Hy’, Hy’ sunt toate distincte si HK=G. Cum

H<G deducem ci yxy' eH.
(1) Daci yxy'=x, atunci xy=yx, deci G este comutativ si avem

GrHXK=7Z; x Z,~1,.

(2) Daci yxy'=x’, atunci yx=x"y, de unde y’x=yx’y=x"yxy=x"y’=xy’.

Astfel, xy’=y’x si daca considerim z=xy” avem ci o(z)=6.

De asemenea 2’=x’y*=y* si yz=yxy’=y’x=y’x’y=zy.

Cum o(y)=4, ye <z> si deci clasele <z>, <z>y dau o partitie a lui G.

Multiplicand in acest caz elementele Iui G ca in cazul grupului diciclic si anume
72°=2"", ("y)=2"y, (2y)2"=z""y, (2y) (2°y)=z""y*= Z*"" (unde puterile lui z se reduc
modulo 6) obtinem in acest caz cd G=DI;.

(b). Si presupunem ca K este grupul lui Klein (deci K=Z, X Z,) si sd notam
elementele sale cu 1,u,v,w unde w=uv si uw’=v’=1. Atunci HNK={1} iar clasele H, Hu, Hv,

i < -1 A b -1__ab
Hw partitioneaza pe G, de unde HK=G. Cum H<G avem uxu =x", vXv =x’, Wxw =Xx"

unde a, b, abe { + 1}.

(3) Dacd a=b=ab=1, cum G este abelian, GRHXK = Z3 xZ, x Z,= 73 X 4,4

(4) Sa consideram cazul cand doua dintre a, b, ab sunt egale cu —1 iar al treilea
egal cu 1. Renumerotand u, v, w (daca este necesar) putem presupune cia=1si b =-1.
Atunci ux=xu iar z=ux are ordinul 6. Astfel, G=<z,v> iar z°=1,v*=1 iar vz=z"'v < vzv=z"
de unde concluzia ca 1n acest caz G=D.

Cazul 2. Sa presupunem cd G contine 4 subgrupuri (conjugate) de ordin 3.
Elementele nenule (diferite de 1) ale celor 4 subgrupuri de ordin 3 ne dau 8 elemente
diferite de 1 ale lui G restul de 4 urmand a forma singurul subgrup K de ordin 4 al lui G.

(c). Sa aratam ca grupul K nu poate fi ciclic.

Presupunem prin absurd ca totusi K este ciclic, K=<y> si fie xe G\K. Atunci o(x)=3

iar clasele K, Kx si Kx* dau o partitie a lui G. Cum K <G avem ci xyx' eK. Daci xyx '=y,
atunci ar rezulta cd G este comutativ (in contradictie cu faptul cd G contine 4 subgrupuri
conjugate distincte de ordin 3). De asemenea xyx '#y” (cici y si y* au ordine diferite).
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In sfarsit, dacdi am avea xyx'=y’, atunci y=xyx =y*’=y’, absurd, de unde
concluzia ca grupul K nu este ciclic.

(d). Atunci K trebuie sa fie grupul lui Klein. Considerand ca mai sus K={1, u, v, w},
fie xeG astfel incat o(x)=3. Atunci clasele K, Kx, Kx* sunt toate distincte astfel ca
G=<u, v, x>. Conjugarea prin x permutd cele 3 elemente u, v, w intre ele (caci K<G) iar
permutarea este sau identica sau un 3-ciclu (deoarece x’=1).

(5) Nu putem avea permutarea identica céci in acest caz G ar deveni comutativ (caz
studiat deja).

(6) Renumerotand eventual, putem presupune ci xux'=v, xvX'=w, Xwx =u si
atunci considerand asocierile u«(12)(34), ve>(13)(24), x<>(234) obtinem un izomorfism
intre G si A,. In concluzie avem 5 tipuri de grupuri cu 12 elemente, 2 comutative (Z,,,

24X 1Z5) si 3 necomutative (Dg, DI; si Ay).H

Suntem acum 1n masura sa prezentam tabelul de caracterizare a grupurilor cu cel
mult 15 elemente:

Ordinul Nr. Reprezentanti Rezultatul
grupului | tipuri
care da caracterizarea
2 1 Z, Propozitia 9.1.20
1 Z, Propozitia 9.1.20
4 2 7, . 7,%x 7, Corolarul. 9.3.6 si
Observatia 9.2.11
5 1 Zs Propozitia 9.1.20
6 2 Z, . Ds Teorema 9.3.8.
7 1 y Propozitia 9.1.20
8 5 3 tipuri comutative : Observatia 9.2.11,
Zg, Z4>< ZZ, Zz X sz Zz Teorema 9.5.8.
2 tipuri necomutative:
Q ] D4
9 2 Zy . ZyxZs Corolarul. 9.3.6 si
Observatia 9.2.11.
10 2 Zy. Ds Teorema 9.3.8.
11 7, Propozitia 9.1.20
12 5 2 comutative: Observatia 9.2.11,
7, 7,75 Teorema 9.5.10.
3 necomutative : Dg, DI;,
Ay
13 Z1s Propozitia 9.1.20
14 2 Z.:.D; Terorema 9.3.8.
15 1 7 Corolar 9.5.6.
15
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Capitolul 10
COMPLEMENTE DE ALGEBRA LINIARA
10.1. Determinantul unei matrice. Formulele Cauchy-Binet si Laplace

In cadrul acestui paragraf prin A vom desemna un inel comutativ §i unitar.

Definitia 10.1.1. Dacad neN, n>1 si M=(a;j)i<ij<=n€M,(A), atunci prin
determinantul matricei M notat det(M) intelegem elementul

det(M)= Y sgn(o)a,, (@0, EA

oeS),

(unde prin S, am notat multimea permutarilor asupra multimii {1, 2, ..., n} iar pentru

6E€S,, sgn(c) reprezinta signatura permutarii c).

all alZ aln
. - = _ |9y 4y a,, —
Convenim sa notdam det(M)= (sau condensat, det(M)=|ajj|; <ij<n)-
anl artZ A amz

Asociind la fiecare M&M,(A) elementul det(M)EA, obtinem o functie
det:M,(A)— A numita functia determinant.

Produsul a;(1)a20(2)... @nsm poartd numele de fermen al lui det(M). Astfel, det(M)
Lo n! . . n!
este suma a n! termeni dintre care EY apar in det(M) cu semnul + iar EY cu semnul -.

Dacda n=1, adica M=(a;;) convenim sa definim det(M)=a,;.

In cele ce urmeazd vom pune in evidentd principalele proprietati ale
determinantilor.

Propozitia 10.1.2. Pentru orice MEM,(A), det(‘M)=det(M) (unde prin ‘M am
notat transpusa matricei M).

Demonstratie. Fie M=(a;j)1=ij=n 51 'M=('a;j),=ij<, unde prin ‘a; am notat elementul
ai. Avem det(‘M)= ngn(a) "0 o) A = ngn(cr)aa(l)laa(z)z...a”(n)n =

oeSy oSy

— — -1 —
= zngl(g)“g(l)g-l(0(1))“5(2)0-1(a(z))"-”a(n)g-l(a(n))— ZSgn(U )110—-1(1)“20—-1(2)'"“”0-1(”)—

ceS, U’IES,,
=det(M) (deoarece atunci cand o parcurge S, si o™’ parcurge bijectiv pe S, iar sgn(c')=
=sgn(c)). &

Observatia 10.1.3. Egalitatea det('M)=det(M) ne aratd ca ori de cate ori avem o
proprietate adevaratd referitoare la liniile unui determinant, aceeasi proprietate este
adevaratd si pentru coloanele determinantului. Din aceastd cauza in continuare vom
prezenta principalele proprietati ale determinantilor referitoare la linii, rezultdnd tacit ca
acestea sunt adevarate si pentru coloane.
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Propozitia 10.1.4. (i) Daca toate elementele unei linii dintr-o matrice sunt nule,
atunci determinantul matricei este nul;
(ii) Daca intr-o matrice schimbam doua linii intre ele, matricea astfel obtinuta
are determinantul egal cu opusul determinantului matricei initiale;
(iii) Daca o matrice are doua linii identice, atunci determinatul sdu este nul;
(iv) Daca toate elementele unei linii a unei matrice contin factor comun un

element ac A, atunci acel element poate fi scos in fata determinantului matricei;
(v) Daca elementele a doua linii ale unei matrice sunt proportionale, atunci
determinantul sdu este nul.

Demonstratie. (1). Daca de exemplu, toate elementele de pe linia i a matricei M sunt
egale cu 0, atunci cum fiecare termen al determinantului contine ca factor si un element al
liniei i deducem ca det(M)=0.

(i1). Fie M;j matricea ce se obtine din matricea M=(a;),<ij<, schimband intre ele
liniile i §i j. Avem det(M;)= ZSgn(O’)ala(l)azo,(z)...ajo,(l-)...aia(j)...ano,(n)

oeS,

Dacaé consideram transpozitia €=(i j) (ce duce pe i in j, pe j in i si lasd pe loc restul
elementelor din {1, 2, ..., n}) atunci putem scrie

det(M;)= ZSSgn(a)ll(aos)(l)aZ(O'oc)(Z)"'an(aos)(n) == 3 sen(T1,(1)20(2) - Ae(n) =-det(M)

res,
(deoarece atunci cand o parcurge pe S,, cog=tT parcurge bijectiv pe S, iar

sgn(t)=sgn(o)-sgn(e) =-sgn(c)).

(iii). Daca matricea M are identice liniile i si j, atunci schimband intre ele aceste
linii trebuie dupa (ii) ca det(M)=-det(M), de unde deducem ca det(M)=0 (evident in
ipoteza cd inelul A nu este de caracteristica 2).

(iv). Fie M=(a;j)=ij<n iar M’ matricea ce diferd de M prin aceea ca in locul liniei
(a1, ay, ..., ajy) are linia (aa;, aap, ..., aa;,). Atunci

detM")= ¥ 5g0(0 1151020 (2) Ao (s) }- o) =8 T 5800 W15 @20(2) A no(n) =2-det(M).

oeS, ceS,

(v). Rezulta imediat din (iv) si (iii). W

Fie acum M=(a;);<ij<n€Ma(A) si sa presupunem ca elementele liniei i se scriu sub
forma a;=a;"+a;;"’ pentru fiecare 1<j<n.

Dacd notdm cu M’ (respectiv M’’) matricea care se obtine din M inlocuind
elementele de pe linia i cu elementele (a;") (respectiv (a;’’)) (1<j<n) atunci avem
urmatorul rezultat:

Propozitia 10.1.5. det(M)=det(M")+det(M"’).

Demonstratie. Avem det(M)=>"sgn(0 1,1y, o))y =

oeS,

= Zsgn(cr)zm(l)azﬁ(z)...(al’ﬁm + a,’;(,))..am(n) = Zsgn(a)ala(l)azﬁ(z)...a,’a(,)...am(n) +

oeSy eSy

+ Zsgn(a}zm(l)amz)....a[’ (-4, =det(M)+det(M"). B

oeS),

Corolar 10.1.6. (i) Daca o linie a unei matrice pitratice este o combinatie
liniara de celelalte linii, atunci determinantul matricei este nul;

(ii) Daca la o linie a unei matrice patratice adaugam o combinatie liniara de
alte linii, determinantul matricei nu se schimba.

Observatia 10.1.7. Sintetizand proprietatile de mai sus ale determinantilor avem
urmatoarele proprietati principale ale determinantilor:
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Proprietatea 1: Dacd intr-un determinant schimbam liniile cu coloanele,
determinantul nu-si modifica valoarea.

Proprietatea 2: Daca toate elementele unei linii a unui determinant sunt nule,
atunci si determinantul este nul.

Proprietatea 3: Daca intr-un determinant schimbdm doud linii 1intre ele,
determinantul isi schimba doar semnul.

Proprietatea 4: Intr-un determinant factorii comuni se scot pe linii.

Proprietatea 5: Daca intr-un determinant doud linii sunt proportionale, atunci
determinantul este nul.

Proprietatea 6: Daca toate elementele unei linii a unui determinant se scriu ca
suma de doud elemente atunci si determinantul se scrie ca suma de doi determinanti.

Proprietatea 7: Daca o linie a unui determinant este o combinatie liniard de
celelelte linii, atunci determinantul este nul.

Proprietatea 8: Daca iIntr-un determinant la o linie addugadm o combinatie liniara
de alte linii, atunci determinantul nu-si schimba valoarea.

In continuare vom prezenta un procedeu recursiv de calcul al unui determinant de
ordinul n prin care calculul acestuia se reduce la calculul a n determinanti de ordinul n-1.

Fie deci M=(aij)151JSn€Mn(A) (1122) sl d=det(M)=|aij|1Si,an .

Definitia 10.1.8. Numim minor complementar al elementului a; in det(M)
elementul notat d;; ce se obtine calculind determinantul de ordinul n-1 obtinut prin

eliminarea din det(M) a liniei i si coloanei j (1<i, j<n).

Elementul ﬁij=(-1)”jdij se numeste complementul algebric al lui a; in det(M).

Teorema 10.1.9. Dacd M=(a;);<ij<nEM,(A), atunci pentru orice 1<i<n avem
egalitatea:

det(M) = 3116i1+ai2612+. . .+ain6m.
Demonstratie. Avem det(M)= Y sgn(o) A165(1)020(2)Ana(s) $I S MOtam pentru
ceS,
1<i<n, $;=a;;0;;1t2;20;>F...T2;,0in.

Ideea de demonstratie a egalitatii det(M)=s; este urmatoarea: vom arita ca fiecare
termen de forma a;6; al sumei s; este suma a (n-1)! termeni din dezvoltarea lui det(M)
avand acelasi semn ca si cei din dezvoltarea lui det(M) iar pentru doua valori diferite ale
indicelui j avem termeni diferiti din dezvoltarea lui det(M). O data stabilit lucrul acesta,

egalitatea det(M)=s; se probeazad astfel: suma s; are n-(n-1)!=n! termeni identici §i cu

acelasi semn ca si termenii ce ne dau dezvoltarea lui det(M), deci cu necesitate det(M)=s;.
Sa ne ocupam la inceput de termenul a;,0,;.

Avem ay 8y 1=ay Y. sgn(rh,, )@y, = 2.520(2)a, a0, 04, (sumarea facandu-se

dupa toate permutdrile t asupra multimii {2, 3, ..., n}). Se observa ca cei (n-1)! termeni ce
apar in dezvoltarea lui a;;0;; sunt termeni ce apar si in dezvoltarea lui det(M).

Sa aratam ca acestia apar cu acelasi semn ca si in dezvoltarea lui det(M). Pentru o
permutare T asupra multimii {2, 3, ..., n} semnul termenului a, ,a, ,..4,,,, din dezvoltarea

lui 8, este sgn(t), deci semnul termenului a,a,,,a,.-4,,, provenit din produsul a;;d,

este egal cu sgn(t).
Pe de alta parte, semnul termenului a,a,,,a,,,..a

1 2 3
El )j si avem in mod evident sgn(t)=sgn(t’).

1 7(2) 1(3) r(n

(y In dezvoltarea lui det(M) este

nt

egal cu sgn(t’) unde t'= [

90



Pentru cazul general al produsului a;d; proceddm astfel: schimbam liniile si
coloanele 1n asa fel incit elementul a; sd vinad in locul elementului a;; si minorul d; sa
ramina neschimbat. In felul acesta linia i si coloana j devin linia 1 si respectiv coloana 1;
linia 1 devine linia 2, linia 2 devine linia 3, ..., linia i-1 devine linia i; coloana 1 devine
coloana 2, coloana 2 devine coloana 3,..., coloana j-1 devine coloana j, astfel ca daca

notdm prin d’ determinantul obtinut prin astfel de schimbari avem det(M)=(-1)"1d’ si in
plus d,“:dij.
Daca  ay ay, @y @y i, -4y, €St Un  termen oarecare din dezvoltarea

determinantului d; din egalitatea det(M)=(-1)"d" si tindnd cont de prima parte a

demonstratiei deducem cd semnul termenului  (-1)"a, a,,..a a, provenit

i1 ki By it kg ok,

din produsul a;d;; este acelasi cu cel dat de dezvoltarea determinantului d.

Astfel, demonstratia teoremei este completa. B

Corolar 10.1.10. Daca 1<i#j<n, atunci a;,0;;+2;,0,F...72;,0i,=0.
Demonstratie. Conform Teoremei 10.1.9 avem

( *) det(M)=ai16i1+ai26i2+. .. Fapdi.

Deoarece 9;;, dp »..., O;, nu contin elementele a;;, ap,..., a;,, egalitatea (%) este de
fapt o identitate In aj;, ap,..., ain . Astfel, a;,0;1+ap0p+...+a;u0i va fi un determinant ce are
linia i formata din elementele a;;, ajp,...,a;, $i cum j # i avem atunci doud linii identice

(linia j si linia 1), de unde deducem ca a;,8;;+apdpt. .. +a;,0i,=0 (conform Proprietitii 5). B

Sumand cele stabilite anterior, avem urmatorul rezultat important:

Teorema 10.1.11. Dacad M=(a;);<ij<nEM,(A), atunci pentru orice 1<i, j<n
avem
det(M) pentru j=i
aj16ﬂ+aj26i2+...+ajn6in={ L.
0 pentru j #i

In continuare vom prezenta o generalizare a celor stabilite in Teorema 10.1.11 ce ne
da dezvoltarea unui determinant dupd o linie. Mai precis vom prezenta o reguld de
dezvoltare a unui determinant dupa mai multe linii (asa zisa regula a lui Laplace).

Inainte de a enunta regula lui Laplace vom defini notiunile de minor de ordin k

(k=n-1), minor complementar si complement algebric pentru un minor complementar de
ordin k (care generalizeaza de fapt notiunile definite mai inainte).

Sa alegem o matrice ME€M,(A) (n>2) si sa fixdm k linii i}, i,,..., iy $i k coloane jj,

J2s-+-» Jk (k=n-1) distincte.
Elementele ce se afla la intersectia liniilor i, i,..., ik $i coloanelor ji, ja,..., jk

fomeaza o matrice de ordinul k al carei determinant il vom nota prin M”* i il vom numi

minor de ordin k pentru det(M).
Daca elimindm din matricea initiald liniile i, i,..., iy §i coloanele ji, jo,..., jx

obtinem o matrice pétratica de ordin n-k al carei determinant il vom nota prin M > si il

vom numi minorul complementar al lui M 1?*

2k "

ip 1 i k
. < < (IS S o <
Convenim de asemenea sa notam S “1=3(,+j,). Numirul
Ju J2ooe Jk] o o=l
i i i _
gk — (_ { : } i1 ik : . : i1 ik
At = (=1)l 2 - ) M!2*  se vanumi complementul algebric al lui M"%* .

Observam ca pentru k=1 obtinem notiunile prezentate in Definitia 10.1.8.
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O —
Exemplu. Fie matricea M= L1 5 EMy(2).

0o -1 3 1
Sa alegem liniile i,=2, i,=4 si coloanele j;=1, j,=2 (deci k=2).

! 3o, {2 4}=9,deci P Uy A

Avem M} =
-1 1 -2 1 2

12

=0. M* =

Sé observam ca daca fixdm k linii, cu elementele acestora putem forma C! minori
de ordin k.

Suntem acum Tn masura sa prezentam regula lui Laplace:
Teorema 10.1.12. (Laplace). Daca M=(a;)1<ij<nEMn(A) si fixdm liniile
1<i;<i)<...<ix<n (k<n-1), atunci
det(M)= > M!2% . 4% (o sumi de C' termeni).

12 Jk N2 Jk
1<j1<jp << jg <n

Demonstratie. In esentd, ideea de demonstratie este asemandtoare cu cea de la
demonstratia Teoremei 10.1.11 cu deosebirea ca este ceva mai elaborata.

Observam ca pentru 1<j<j,<...<j<n, M)>* este o sumd de k! termeni iar

A% este o suma de (n-k)! termeni astfel cd dacd notam cu S suma din partea dreapta a

Tirit
egalitatii din enunt atunci S va fi o suma de k!-(n-k)!" C¥ =n! termeni.

Daca vom arata ca cei n! termeni ce formeaza pe S sunt de fapt termeni distincti din
dezvoltarea lui det(M) (si cu acelasi semn ca in det(M)) atunci In mod evident avem
egalitatea din enunt det(M)=S.

Sa consideram la inceput cazul i;=j;=1, i,=},=2, ..., ik=ji=k.

Atunci M > = %sgn(a)awmaz (@) o(s) >

1 2 ...k
A= (1) M =M =Y sen(eh,, oed,y, (unde prin S’ am

12..k 12..k 12..k

F 2 - k}:2(1+2+...+k)=k(k+1),deci

=

notat multimea permutarilor asupra elementelor k+1, k+2, ..., n) astfel ca
Mllzz.'.'.'/f ’ Al]22: = ngn(d)‘ sgn(r)~ A1) %20(2) o) Pt w(ks1) Fne(n) -

oeS)
resk

2 ..k k+1 .. . .
" J €S,, atunci in mod evident

1
a(l) 0'(2) a(k) r(k+1) r(n)

sgn(g)=sgn(o)-sgn(t), astfel ca termenii sumei M ;¢ - 4% fac parte din termenii lui det(M)

12..k 12..k

Daca notam ¢ :(

si apar cu acelasi semn ca si in dezvoltarea lui det(M).
Cautam acum sa probam un rezultat similar pentru un produs general de forma

M2 47 . Permutand succesiv liniile si coloanele vecine putem aduce minorul

M=% in coltul din stdnga sus al determinantului det(M); pentru aceasta sunt necesare

(1) + (2) + o+ (k) + Giol) + (22 + oo+ (k) {’? " }-k-(kﬂ)

1 2 o k

L

permutari de linii si coloane.

iy .

Daci notim prin N matricea astfel obtinuti avem ci det(N)= (- 1)[/1 . ﬂ -det(M),

M2k =Nt jar M2 = N Din cele demonstrate anterior, in det(N) suma tuturor
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termenilor ale caror prime k elemente intrd in minorul M” este egald cu produsul
Mk - MRk De aici rezultd ca suma termenilor corespunzatori ai lui det(M) este egala
cu produsul (-1 &l we B = b A
Cu aceasta teorema este complet demonstratad. B
1 2 -1 0
. . 0 -1 1 1
Exemplu. Fie matricea M= L2 3 . EMy(2).
1 2 3 0
Sa calculam det(M) dezvoltandu-1 cu ajutorul regulii lui Laplace dupa liniile 1 si 2.
Avem
det(M)= M ; A; + M A5 +MIAL+MyAd;+ Myd, + M A=
1 2 r2 3 =1 |1 -1 t2 2 =1 11 0 121123
_ NER D + NS P A el
0 -1 3 0] [0 1 2 0] [0 1 3
2 1 12 =1 =1 |2 0 2] =1 3 -1 0 L2p -1 2
TS E YA 5 X ot Y R, AR s Y pe, Y B i
-1 1 0] -1 1 1 3 |1 1 1 2

=(=1)-(=1)°-341-(=1) 241 (=1)* -0+ 1-(=1)* 142 (=1)° - (= 6)+ (=) - (=1)"* - (-4) =
= 3-2+1+12+4=12.

Corolar 10.1.13. Daca M, NEM,,(A), atunci det(M-N)=det(M)-det(N) (adica
aplicatia det:M,(A)— A este morfism de monoizi multiplicativi).

Demonstratie. Alegem M=(ajj)i<ij<n, N=(bjji<ij<n §I considerdm matricea
o) . . A . A < .
PEM,,(A), P= ( ; NJ al carui determinant il calculam in doua moduri:

Pe de o parte, cu ajutorul regulei lui Laplace dezvoltam pe det(P) dupa primele n
linii si obtinem det(P)=det(M)- (1), - +|-det(N)=det(M)-det(N).

Pe de alta parte, pentru fiecare 1<j<n 1n det(P) facem urmatoarele operatii:
inmultim coloana 1 cu by;, pe a doua cu by;, ..., pe a n-a cu by si ce obtinem adundm la
coloana n+j, obtinand astfel pentru det(P) urmitoarea forma: det(P)=det(P’), unde P’ este

M-N
-1, o0, )

n n

matricea (

Dezvoltand acum pe det(P) dupa ultimele n coloane obtinem: det(P)=

1 2

=det(M-N)- (- 1)% va ] -det(-I,)=det(M-N)- (= 1)"*"*" . (= 1) =det(M-N)-(-1)"***D™
=det(MN), de unde deducem egalitatea det(M-N)=det(M)-det(N).

in continuare vom prezenta o formula de calcul a produsului a doud matrice (asa
zisa formula Binet-Cauchy).

Fie m, neN" astfel incat m<n. Daca 1<j;<j,<...<jn<n, prin S,(ji, ..., ju) NOtam
multimea permutarilor multimii {jy, ..., jm} (in particular S,,=S,(1, 2, ..., m)).
Sa considerdm acum MEMp, 4(A) 51 NEM,, m(A).

Cum M-N&M,,(A) are sens sa vorbim despre det(M-N).
In continuare vom face pregatirile in vederea stabilirii unei formule de calcul pentru
det(M'N).
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Pentru orice ky, ..., k,€{1, 2, .., n} (nu neaparat distincte) notam cu M ., ki, ..., k;,
(respectiv N ki, ..., k;,, , . ) matricea de tip (m, m) avand m coloane (respectiv m linii) egale
in ordine cu coloanele (respectiv liniile) de indici ky, ..., k,, ale matricei M (respectiv N).

Sa considerdm ki, ..., kn€{1, 2, ..., n} cu ki#k; pentru i#j si fie ji, ..., jm O
rearanjare a elementelor ky, ..., k,, astfel incat j;< jo,< ... <. Atunci (k;, ..., k) este o
permutare din S,(ji, ..., jm) $1 €Xistd o unicd permutare 6ES,, astfel incat k;=j,; (1 <i<m).

Definim semnul permutarii (k,,...,ky) ca fiind g(ky,..., k,)=sgn(o).

Tinand cont de notatiile precedente avem:

(1) det (Nky, ..., ky, . )=¢e(ky, ..., ky)-det (N j, ..., jm , - ) (51 0 relatie analoaga
pentrudet (M., ky, ..., ky)).

Astfel, putem scrie:

2) det M ., ki, ..., ky )= Zg(kl,...,km )am....amkm (si o egalitate analoaga

(k1 s JeSm (1 s jim )

pentru det (N ji, ..., jm - ))-

Cu notatiile introduse mai sus avem:
Teorema 10.1.14. (Binet-Cauchy). Fie m, neN" astfel incit m<n. Atunci

pentru oricare doua matrice MEM,, ,(A) si NEM,, (A) are loc egalitatea:
det(M-N)= > det (M., 1, eees jm )det (Njiyeeesjmos-)
1<j,<.<j,<n
Demonstratie. Dacd notam P=M-N=(cj);<ij<mEMm(A) atunci
detMN)=det(P)= ¥ &lijiy Joy 0y =

m
Byl )ES

n n
= z g(il,...,i z alklbklil z amkmbkmim
(81 sy JES 0 k=1 k=1

= > Ay -, (( > eliyd, )b,(li] by imJ

. m
iy )ES,”

m

= > Ay -y - det (N Ky, o Ky 0)
ky sy €{1,2,..n}
k;#k; pentru i#j
(am tinut in ordine cont de definitia unui determinant, de faptul ca un determinant cu doua
linii identice este nul ca si de (1) si (2)).
Grupand termenii cu {ky, ..., kn}=1{ji, ---, jm} pentru 1<j,<jo< ... <j,<m arbitrar
fixati obtinem:
Ay, oy, - det (N Ky, oy K, )=

ky sk €41,2,.0m)
ki #k; pentru i#j

= Y det(Njp,...,jm,- )-(( 3 elky ki g ooty )=

1<) <0 iy < Ky )8, (i vsin)

= > detM ., j1, .oy jm )det (NJjp, ooy jm» - )s

1<j,<..<j,<n

de unde rezulta egalitatea din enunt.®

Observatia 10.1.15. Dacd in formula Binet-Cauchy considerim m=n, atunci

obtinem ca dacd M, NEM,(A), atunci det(M-N)=det(M)-det(N), adica ceea ce obtinusem
si in Corolarul 10.1.13.

In continuare vom prezenta si alte aplicatii ale formulei Binet-Cauchy.

Sa consideram in locul inelului A corpul C al numerelor complexe.
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Pentru MEM,,,(C) vom nota prin M matricea ce se obtine din M inlocuind
fiecare element al lui M prin conjugatul sau. In mod evident ‘M ='M si vom nota
M'= ‘M ='M. Daci M este o matrice patratica (adicd m=n) atunci tinand cont de
definitia lui det(M) deducem imediat ca det( M )= det(M) si astfel

det(M- M )=det(M)-det( M )= det(M )- det(dM )= |det(M )" =0
(cu egalitate dacd det(M)=0). Analog deducem ci si det('M-M)=0.

Corolar 10.1.16. Daca m, nEN" si m<n, atunci pentru orice matrice
MeM,, .(0), det(M-M") este un numir real iar det(M-M")>0 (egalitatea are loc daca si

numai daca pentru orice 1<j;<j,<... <jp,<n avem det (M ., ji, ..cs jm )=0).
Demonstratie. Aplicam  formula  Binet-Cauchy  matricelor M si

N='M =M"si obtinem:
det(MtH): Z det (M '9j19 --wjm )det(tM jla --wjm a'):

1<j,<.<j,<n

= Y detM.,jp, ..., jm)det (M . ji,.... jm)=0. W

1</, <..<j,<n

Corolar 10.1.17. Daca m, nEN" si m<n, atunci pentru orice matrice
MEM,, .(R) are loc inegalitatea det(M:'M)=>0.
Mai mult, egalitatea are loc dacd si numai daca pentru orice 1<j,;< j,< ...

<jm<n avemdet (M ., ji, ..es jm )=0.

Corolar 10.1.18. Fie m, nEN" cu m>n. Atunci pentru orice doui matrice
MeM,, (O si NeEM,, ,(C) are loc egalitatea det(M-N)=0.

Demonstratie. Consideram matricele M , N €M,(C) care se obtin din M, respectiv
N, prin addugarea la sfirsit a m-n>0 coloane, respectiv linii, ale caror elemente sunt toate

nule. Se observa ca M-N= A7 - N i atunci
det(M-N)=det( M - N )=det( M )-det( N )=0-0=0. W

Corolar 10.1.19. (Fischer) Daci MEM,, ,(C) este 0 matrice pentru care existi
NeM, u(C) cu det(M-N)+0, atunci cu necesitate m<n.

Corolar 10.1.20. (Identitatea lui Lagrange) Fie n>2 un numar natural. Atunci
pentru orice a;, b;, x;, yi€C cu 1<i<n are loc identitatea:

(ilaixij ’ (ilbjij - [i}aiyij ‘ (ilbjij = % laby—apb) boy; —x0).
i= j= i= j=

I<i<j<n

in particular pentru x, =a7‘ siy, =bT., 1<i<n obtinem forma complexd a
identitatii lui Lagrange:

(Zer )2

2

= z ab,—ab, .

1<i< j<n

bl

i=1
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Demonstratie. Aplicam formula lui Binet-Cauchy pentru Mz(z1 a”J si
X
N=l: :|.m
X0 Vs

Corolar 10.1.21. (Cauchy-Bouniakovski-Schwartz) Daca n>2 este un numar

natural, atunci pentru orice a;, b;£C cu 1<i<n avem inegalitatea:

2
Yab, s(zaizj.(zbfj
i=1 i=1 i=1

cu egalitate daci si numai daca existi A€ C astfel incit a;=)\-b; pentru 1<i<n.

Demonstratie. Totul rezulta din forma complexa a identitatii lui Lagrange.®

Corolar 10.1.22. Fie m, n€N* cu 2<m<n. Atunci, pentru oricare doua
matrice MEM,, ,(C), NEM,, ,(C) si orice LeC are loc egalitatea:
A" det(M-N+ A-I,)=det(N-M+A-1,).

Demonstratie. Sa demonstram la inceput egalitatea din enunt pentru m=n iar pentru
aceasta fie polinomul

det(MN+ +11)= 2"+ a, 2 €C[AL.

Aplicand formula Binet-Cauchy deducem ca pentru orice 1 <k<n avem:
A= Z det [(MN) i19i2 7'~-7ikaj1aj2’ "'9jk]

1<iy <ip <...<if <n

= Z det[(MilaiZ"”7ik:').(N"ilﬁiZV")jk)]

i) <ip<.<if<n

= Z ( Z det (M il,iz ,...,ik,jl,jz, ,_]k)det (le,jz,...,jk, il,iz,...,ik)).

Iij<ip<.<ip<n 1£j1<jp<.<jp<n

Schimband ordinea de sumare in ultima expresie deducem imediat cd aceasta este
simetrica in M si N de unde deducem ca efectudnd un calcul similar celui de mai inainte
pentru det(N-M+A-1,,) obtinem acelasi rezultat, de unde egalitatea:

det(M-N+L-T,) =det(N-M+\-1,).

Dacd m<n considerim matricele patratice M, N €M,(C) care se obtin din M,
respectiv N prin addugarea la sfarsit a n-m linii, respectiv coloane, ale caror elemente sunt
toate nule.

Conform formulei lui Laplace avem A"™-det(M-N+A-I,)=det(i -N+\1I,) si
conform cazului m=n avem ci det( M - N +A-I,)=det( N - M +)\-1,), de unde egalitatea:
AT detMN+AT,) =det(N-M+A-1,). B

Corolar 10.1.23. Fie m, nEN" cu 1<m<n. Atunci pentru orice doui matrice

M
MEM,,0(0) si NEM,0(C), matricea P= (N] €M, (C) verifica inegalitatea:

|det(P)|*<det(M-M")-det(N-N").
Egalitatea are loc daci si numai daci exista AcC astfel incit pentru orice

1<j1<2< ooe <jm=<n i 1<5/1<"2< oot < nm=<0 €U {jity eees Jmb UL 1 oov o) nomy =11, 2, ..., 0}
avem:

96



m(m+1)

It e det (M ay s eees jm ) = Aedet (N oy § 1 oees j nm )-

(-1)

S . o M .
Demonstratie. Conform formulei lui Laplace aplicatd matricei P= (Nj obtinem:

|det(P)|=| )3 (1) det(M iy ojm) det(N o, 1, o ) <

I<j;<.<j,<n

A) g
11 <<
Jr#J; pentru k#t

<IC Y ldetMoujienjn)P ) ldetN L e/ )P =

1<) <.<j,<n 1<) <<jp_p<n
=[det(M-M")-det(N-N")]"% de unde deducem imediat ca

|det(P)|< [det(M-M")-det(N-N")]"?,
care prin ridicare la patrat in ambii membrii ne da inegalitatea ceruta.

Conditia de egalitate rezulta din Corolarul 10.1.22. 1

Corolar 10.1.24. Fie m, n, m;, myeN astfel incit 2<m<n, m;, m,>1 si

M
m;+m,=m. Dacid PEM,, ,(C) este partitionati sub forma P= [NJ cusiMeMm, (C)si

Ne M, , (C), atunci det(P-P")<det(M-M )-det(N-N").

Demonstratie. Dacd m=n atunci afirmatia din enunt este adevdratd conform
Corolarului 10.1.23.

Daci det(P-P")=0, atunci afirmatia din enunt este adevirata conform Corolarului
10.1.16.
Réamine de studiat doar cazul in care m<n si det(P-P )>0. Existd atunci un vector

VEM, (C) astfel incat V-V'=1 si P-V'=0.
P\ (PY .
De aici deducem ca detKVJ . (VJ 1 =det(P-P)>0.

Rationand inductiv deducem existenta unei matrice XEMyma(C) astfel incat

. . « . . .o~ (P .
XX =I,m §1 P-X =0. Aplicand Corolarul 10.1.24. matricei patratice P = [X] partitionata

sub forma P = (A:[J cu M

~ N
Msi N =[ j deducem ca
N X
M

det(P-P")=det( P - P )<det(M - M ") det( N - N ) =det(M-M")-det(N-N"). m

Corolar 10.1.25. Considerind maticea PEM,, ,(C) cu 2<m<n si partitionind-
Ml
osub forma P=| : | cu M;eM, ,(C) pentru 1<i<n avem:
M

m

det(P-P")<det(M;-M;")-det(MyM,")-...-det(M,,"M,, ).

Observatia 10.1.26. Considerand P=(a;)<ij<o€M,(C) din Corolarul 10.1.25
deducem ca

det(P)’ < H[Z a } ,

i=1 \_j=I

inegalitate ce poartd numele lui Hadamard.
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Tinand cont de Corolarul 10.1.25 deducem ca in inegalitatea lui Hadamard avem

egalitate daca si numai daca pentru oricare 1 <i, j<n avem:

1 pentrui=j
aa, +..+ta a, =

0 pentrui+j

Observatia 10.1.27. Chestiunile legate de formula Binet-Cauchy si aplicatiile sale
au fost redactate utilizdnd in cea mai mare parte lucrarea [16].

10.2. Vectori si valori proprii ai unui operator liniar. Teorema Cayley—
Hamilton. Ridicarea la putere a unei matrice patratice

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n iar B={ey,..., ¢,} CV 0 bazd a sa. O
aplicatie liniara f : V—V se mai numeste si operator liniar.

Vom nota prin My€M,(K) matricea atasata lui f relativa la perechea de baze (B, B).

Definitia 10.2.1. Un scalar A€K se zice valoare proprie pentru operatorul f

daca exista x€V, x+0 (ce se va numi vector propriu pentru f corespunzitor lui 1) astfel
incat f(x)=hx.

Sa observam ca egalitatea f(x)=Ax din definitia de mai sus este echivalentd cu
egalitatea M/«)7=2~)7<:>(M/—2~1”)~)7=5 (unde reamintim cd pentru x = (X, ...,

X

X)) EM;4(K) =K", prin ¥ am notat X='x=| ! | EM,(K)), astfel ca existenta vectorului

X

n

propriu x este echivalentd cu conditia ca sistemul omogen (M ; —/1-1,1)-)? =0 si admita

solutie nebanald, de unde cu necesitate conditia ca det (M ; —ﬂ-[ﬂ)z 0. Sa presupunem ca

PiA) =ay+aA+ ... +a\" cuay,...,a,EK si sd consideram polinomul Py=ap+a; X + ... +
+a,X"€K[X] care se va numi polinomul caracteristic al lui f.

Deoarece a,=(-1)"+0 deducem ca polinomul caracteristic Py este un polinom de
grad n cu coeficienti in K. In aparenta radacinile lui P; depind de baza initiald B a Iui V.

Dacd mai avem in V o altd bazd B'={¢’}, ..., ¢/,} CV atunci dacd notdm prin NEM,(K)
matricea de trecere de la B la B’, atunci N este inversabild iar dacd notam prin My
matricea atasatd lui f relativi la noua pereche de baze (B’, B’), atunci M{/=N"MN .

Atunci det(M{-A-L,)=det(N"-M¢N-AI,)=det[N"(MrA-1,)'N]=det(N"')- det(M=\-1,)- det(N)
= det(N"): det(N) - det(MA-1,)=det(N"'N)-det(M=-\-I,)=det(I,)-det(M-\-I,)=det(MA-1,),

Lema 10.2.2. Daca pentru o valoare proprie A€K notam prin V; multimea
vectorilor proprii corespunzitori lui A, atunci V; este un subspatiu vectorial al lui V.

Demonstratie. Fie x, y€V, si a, BEK. Avem f(x)=Ax si f(y)=Ay astfel ca

flox+By)=af(x)+Bf(y)=a(Ax)+B(Ly)=A(ox+Py), de unde concluzia ca ax+fy €V, , adica V,
este un subspatiu vectorial al lui V (ce se va numi subspatiu propriu al lui f corespunzator

valorii proprii 1). &

Observatia 10.2.3. Unui vector propriu x i corespunde o singurd valoare proprie A.
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Intr-adevar, dacd mai avem A'€K astfel incat f(x)=A'x, cum f(x)=Ax, deducem ci

Mx=Ax < (M-M)x=0 si cum x#0 cu necesitate A"-A=0, adicd A'=\.

Rezumand cele expuse mai sus, deducem ca:
(1).Valorile proprii ale lui f sunt radacinile polinomului caracteristic Py ;

(i1).Vectorii proprii corespunzatori unei valori proprii A€K sunt solutii ale

sistemului omogen (Mf -A1, )f =0 .

Teorema 10.2.4. Vectorii proprii ai operatorului f corespunzatori la valori
proprii distincte doui cite doua sunt liniar independenti.
Demonstratie. Facem inductie matematicd dupd numarul m al valorilor proprii

distincte doua cate doud (m<n). Pentru m=1 teorema este evidentd. Fie A, ..., A€ K
valori proprii ale lui f distincte doua cate doua iar xy, ..., X, vectorii proprii corespunzatori.

Daca prin absurd existd a,, ..., 0, €K nu toti nuli astfel incat (x) oyx; +...+0o, X = 0
deducem ca o, f(x))+...to,f(x,) = 0 sau

(* *) (a‘l)\'l)xl_l_' . '+(am}\'m)xm = O
Sa presupunem de exemplu ca o, #0.

Din (%) si (* %) deducem imediat ca o;(A —An)X; +...F Oy (Am1—Am)Xm = 0.
Conform ipotezei de inductie deducem ca oy(A; —Ay) =...= Oy (Am—Am ) = 0.

in particular o(A; —A,,) = 0 si cum A;#A,, deducem cu necesitate a; = 0, absurd!. B

Corolar 10.2.5. Daca operatorul liniar f:V—V are n valori proprii 4y, ..., A,
distincte doua céate doua, atunci vectorii proprii corespunzitori xy,..., X, formeazi o

noui bazi B’, astfel ci matricea lui f relativi la baza B’ va fi

A0 .. 0
0 4, .. 0
0 0 A

Astfel, daca alegem pentru A, ..., A, cate un vector propriu X, ...,X, din V vV

R 4
si notam prin N matricea patratica de ordin n formata din coordonatele lui x, ...,x,, atunci
deducem ca

1 0 1 0
N_l MfN _ /12 O PN Mf:N /12 O -N_l .
0o 0 .. 4 0o 0 .. 24

n n

Spunem 1n acest caz ca am diagonalizat pe M.

Observatia 10.2.6. Daca matricea atasatd operatorului f:V—V fatd de o baza

A 0 .. 0
. . . A, . .
B={ey,..., e,} este matricea diagonald , atunci e, ..., e, sunt vectori
0 0 .. 4
proprii iar Ay, ..., A, valorile proprii corespunzatoare pentru f.

Intr-adevar, dacd A€K este o valoare proprie oarecare a lui f atunci notand cu x

vectorul propriu corespunzator, existd a,, ..., 0, €K nu toate nule astfel Incat f(x)=Ax si x
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= e +...1t o, e, Atunci f(x) = oif(e;) + ... + a,f(en) © Ax = a(Meq) + ... + a(hen)
S A-> (a,-e)=Y (e, 4,) ¢, , de unde cu necesitate A-a; =A;a; pentru orice 1<i<n. Cum
i=1

i=1

printre elementele ay, ..., a, existd cel putin unul nenul (caci x+0), deducem cu necesitate

ca exista 1 <i<n astfel incat A =\;.

Teorema 10.2.7. (Cayley-Hamilton) Fie AcM,(K) iar P; = a, + a, X + ...
+a,X"€K[X] polinomul caracteristic al lui A. Atunci a,I,+ a,A +... +a,A"=0,, unde
0, este matricea pitratica nula de ordin n din M, (K) (altfel zis, P{A)=0,).

Demonstratie. Existd o infinitate de valori ale lui A€K pentru care P{A)=det(A-

-A1,) #0. Pentru astfel de valori ale lui A, matricea A-A-1, este inversabila iar

(ALY = —L (AL o (%) (AML)AAL) =PV,

P/ (ﬂ’)
Tinand cont de felul in care se calculeazi (A-A-I,) ~ deducem ci (A-A-1,) =B, +
B+ ...+ BoA™ cuBy, By, ... Boi€ My(K) astfel ¢ (%) devine
(A-L1) By +B A+ ... +B A" ) =PI,
sau (x %) ABy+(AB;—BoA+(AB,— B)A>+ ... +(AB,. | — Boo)A" -B, A" =
=ag L, +a, [ A+.. .+ a, A"

Deoarece (* *) este valabild pentru o infinitate de valori ale lui A deducem cu
necesitate egalitatile:

AB(): a()In
ABI—BO = In
ABz—Bl = 321n

ABn-l - Bn-2 = an-1 In
- Bn-l = ay In
Din aceste utime egalitati deducem ca:
aol, + a,A +ta,A*+ ... +a  A™! +a,A" =
= ABy+A(AB; By )+ A’ (AB,-B))+ ... A" (AB,.; — Bu2)+A"(-B,1)
=AB,+A’ B|—AB; +A’B,— A’B, + ... +A"B,.;— A"'B,,-A"B,.;=0,. B

10.3. Aplicatii ale teoremei Cayley-Hamilton

10.3.1. Calculul inversei unei matrice nesingulare

Scriind egalitatea agl,ta,A+ ...+a,A"=0, din Teorema Cayley—Hamilton sub
forma -a,l,=A(a I, +a,A ...+ a,A™"), daci a;=P{0)=det(A)#0 atunci putem trage concluzia
ca A =—[(a51a1 )l,, + (aalaz)A+...+(a51an)A"‘1J, obtinand astfel o altd metoda de calcul a
inversei unei matrice nesingulare din M,(K). Ca un exemplu practic, cu ajutorul teoremei
Cayley-Hamilton sé calculam inversa matricei

3 -1

A= 0 2
2 1

o = =
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intr-adevar, avem ca Po(A) = -A* + 20> + 4A + 3, deci conform teoremei Cayley-
Hamilton avem -A® +2A*+ 4A + 3, = 0; < A(% A’ - %A - %13) = 15, de unde concluzia
1 ) 4 -4/3 =-5/3 2
céA'1=§A2—§A——I3= 1 1 -1].
2/3  4/3 -1

10.3.2. Ridicarea la putere a matricelor patratice

Fie n = 2, K un inel comutativ si A € M,(K).

Se pune problema gasirii acelor metode care sd ne permita sa caracterizam pentru
un numdr natural k pe A",

O prima metoda ar fi de a calcula A%, A, ...si de a vedea dacd nu cumva acest fapt
ne sukgereazé forma lui A*, urmand ca apoi si demonstrdm prin inductie matematica forma
lui A™

I -1 -1
Iatd un exemplu practic: Fie 4=|-1 1 —1| € M;(Z). Observim ca
-1 -1 1
3 -1 -1 5 -3 -3
A*=|-1 3 —1|iar apoi 4°=|-3 5 —3| astfel ci ni se sugereazi faptul ci
-1 -1 3 -3 -3 5
a, b, b

pentru orice kEN exista a, by€Z astfel incat 4* =| b, a, b,
by by a;

Scriind ¢ 4" = 4" - 4 deducem cd a,, =a; +2a,_, iar b,,, =b, +2b, ,, pentru

orice k = 2.
. . L : § 2 ()
Folosind metoda inductiei matematice deducem ca a, EEEa— si
k(1)1
b, =—# pentru orice k > 1.

De data acesta a fost o intAmplare fericita gasirea lui A*!

In cazul in care n este destul de mare iar A oarecare sansele de a gasi expresia lui
A¥ prin metoda de mai sus sunt reduse!.

Sé incercam alte metode.

Fie de data aceasta K un corp comutativ. Sa presupunem ca matricea A € M,(K)
are n valori proprii distincte A4,,...,4, .

A e 0
Conform Corolarului 10.2.5 existi B € M(K) astfel incat B~ 4B = :
0 A,
A e 0
Deducem atuncici 4=B-| : . i |-B7' siastfel pentru kEN,
0 A,
P 0
A =B : B!
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25 -6
Ca aplicatie s calculim A* pentru A=|4 6 -9 |EM,(C).
3 6 -8
Prin calcul (vezi exercitiul 10.77, (iv)) se deduce imediat ca valorile si subspatiile
vectorilor proprii corespunzatori vectorilor proprii ai lui A sunt

M=1lcu X, = {1, 1, 1): acC},
M =gcu X, = {a(3+2¢, 2+3¢, 3+3¢ ) : a€C} si

M=¢ cu X, = {a(3+2¢%, 2+3€%, 3+3e? ) : 0€C}, unde & :—% +—i.

|5

1 3+2¢ 3+2¢°
Astfel, B=[1 2+3¢ 2+3¢? |, deci pentru k natural avem
1 3+3¢ 3+3g2

1 0 0
A*=B|0 & 0 |B" (restul calculelor pentru gisirea formei finale le lisam pe
0 0 &*

seama cititorului).

O alta metoda recurentd ne este oferita tot de teorema Cayley-Hamilton .

Pentru A € M(K) exista ay, ai, ..., a,.; € K astfel incat
(*) 4" =a, A" +..+a;A+a,l,, 1, fiind matricea unitate.
Trebuie deci si stim cum aratd A, A%, ..., A™' cici datorita lui (*¥) gasim A™

Apoi A" =a, (A" +.+a A% +agd, A" =a, A" + . +a 4 +a,4% , sam.d.
Si 1n cazul acestei metode calculele sunt destul de laborioase.

Sa descriem efectiv cazul n = 2.
Pentru inceput vom prezenta cateva consideratii asupra sirurilor recurente de
ordinul doi.

Teorema 10.3.1. Daca (x,),en este un sir de numere reale pentru care exista
dous numere reale a si b, cu a # 1 astfel incit x, =ax,_, + 5, pentru orice n > 2, atunci

n—1

x,=a""x + 2 -1, , pentru orice n>1.
Demonstratie. Avem x, =ax, ;+b de unde deducem x,,=ax, , +biar apoi
X, =X, = alx,  —x,5)=a*(x,» —x,_3)=..=a"*(x, —x, ), pentru orice n>2. Deci
X2 =% =(x2 _xl)
X3 =% :a(x2 _xl)
Xy —x=a’(g —x)
X, =X, =" (x; =)
Adundnd membru cu membru aceste ultime egalititi  obtinem
n—1
x,=a""x, +%—""b pentru oricen>1 M.

Observatie. Dacia=1, x, =x; +(n - 1)p.
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Teorema 10.3.2. Daca (X,),en este un sir de numere reale pentru care exista
dous numere reale a si b, cu a # 1 astfel incat x, =ax,_, + bx,_,, pentru orice n > 2,
n n n-1 n—1
a — [24 -
@ P e
a-p a-p
ecuatiei x” = ax + b (numiti ecuatia caracteristicd atasati sirului (x,)nen ).
Demonstratie. Scriem relatia de recurentd sub forma x, —ax,_; —bx, , =01n care

atunci x, = Xy, pentru orice n>2, unde @, p sunt radacinile

inlocuim a=a + B,b=—af .
Ob‘ginem Xp —O0Xy — :an—l + aﬂxn—Z =0 Xp —O0Xy = ﬂ(xn—l - axn—Z) .

Daca punem y, =x, —ax,_; pentru orice n=1, obtinem y,6 = fy,, pentru orice

Rationand inductiv gisim y, =p""'y,, pentru orice n > 1, adici
—~ =""y,. Daci pentru orice n€N ="z, atunci =
x, —ax, =" y,. Dacd pentru orice n punem x, ="z, atunci Sz, —az,; =y, sau

a Y1
Z,=—Z,4+t—.

B B

n—1
n-1 [aJ -1
Conform Teoremei 10.3.1 avem z, :[Zj 7 S n

-~ , pentru orice n>1
ﬂ b b

o
E—l
a” _an an—l _an—l
de unde deducem imediat ca x, =———x, —af ———x,, pentru orice n>1 M.
a-p a-p
aﬂ _ﬂn
Observatie. Dacd o = £, atunci in loc de ———— vom scrie
a—
an—l _ﬂn—l
a" ' +a" B+ +ef T+ B sianalog ———=a" 7 +@" B+ +af" T+ 17

a-p

Dupa aceste consideratii teoretice vom prezenta ridicarea la putere a matricelor de
ordinul doi.

Fie Az(

a

b . e . . .
dJ 0 matrice pdtratici de ordinul doi cu a, b, ¢, d € R, iar
C
A, y=ad—-bc.
Prin calcul direct deducem ca ecuatia caracteristicd a lui A este xX—(atd)x + A 4=0,

deci conform teoremei lui Cayley-Hamilton avem ci A* — (a+d)A + A -, = O,.

Teorema 10.3.3. Dacd A, =0 atunci pentru orice numir natural n > 1,
A" =(a+d)™" - 4.
Demonstratie. Cum A, =0, atunci 4> =(a+d)-A si rezulti imediat ci

A"=(a+d)" -4 .=

Teorema 10.3.4. Pentru orice numar natural n > 1, existd numerele reale x, si
ya astfel incat 4" =x, - A+ y, -1, , I, fiind matricea unitate de ordinul doi.

Demonstratie. Vom demonstra prin inductie matematica.
Pentrun=1avemx,; =1siy, =0.
Avem 4% =(a+d)-A-A,-I,,de unde deducem x, =a+d,y, =-A .
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Sa presupunem ca pentru orice numar natural n, existd numerele reale x, si y, astfel
incat A" =x,-A+y, -1, sisa demonstrdm cd in aceasta ipoteza existd numerele reale X,
$i your astfel incat 4™ =x,, - A+y,,, - 1,.
Avem A" = A" - A=(x, - A+y, - 1,) - A=x,-A*+y, -A=
Xy '(xz A+, '12)+)’n A= ('x2xn +yn)+y2xn 1.
Deci putem lua (**) X, , =X,X, +¥,, YV, =V,X,. A

Aplicatii.

1. Fie A:(“

b . e . . .
dJ o matrice patratici de ordinul doi, n€EN, n>2, iar A,,4,
C

ridicinile ecuatiei 2% —(a+d)A+A, =0,a,b,c, dER.

_gn n=1 _ an-1
1) daca # /A, , atunci = CA-AN, A2
(i) daca A, # A, WL A% 4
A =4 A =4

(i) dacd A, =4, = A, atunci 4" ="' A~(n-1)A, -2 - 1,.

I,.

Solutie. Conform Teoremei 10.3.4, existd numerele reale x, si y, astfel
incat 4" =x,-A+y,-I,. Obtinem astfel sirurile (X,)nen, (Yu)nen, ce verifica relatiile de
recurenta (**).

Din a doua relatie a Iui (**) deducem ca x,,, =x,x, + y,x,_; , pentru orice n > 2,

n-ls
iar y,,, = y,x,,pentruoricen>2,cu x; =Lx, =a+d,y, =0,y, =—A .
In cazul sirului (X,),en avem relatia de recurentd x,,, = x,x, + y,X, |, pentru orice
n=2cux =lx,=a+d.
Definind pentru o matrice A, A’ =1 , > deducem ca putem lua xo =0 51 yp = 1.
Ecuatia caracteristica atasata sirului (x,),en este
P=xy, - Aty, @A —(a+d)A+A,=0.

Conform Teoremei 10.3.2, deducem céa daca A, A, sunt radacinile acestei ecuatii,

atunci
An _ﬂn Anfl _Anfl ﬂ,n _ﬂ,n
N Ul SV N S Bk TP Sk 3
ﬂ’l _12 ﬂ’l _1’2 ﬂ’l _ﬂ’Z
ln—l _ ln—l
=—A,-x,  =—A, L "2
Y A n—1 A ﬂ,l _lz

daca 4, # A, si x, =nA"",y, =—(n—1)A, -2, dacd 4, =2, =1.

nr
n

1 1 n " COS—
2. Sa se demonstreze ca [ J = (ﬁ ) - 4

-1 1 . nrw nr
—sin— cos—
4 4

Solutie. Ecuatia caracteristici A° —(a+d)-A+A, =0 devine in acest caz
A* —2A+2=0 curadicinile A, =1+i,4, =1—1i.

g N ol 5 s 5 ||| -2 o 5] s 7] - (3] s 27

A=A 2i
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ﬂnfl _ﬂnfl 1 _ . . . . . .
a2 - (\E )n sin( (v Uﬂj, deci conform aplicatiei 1, (i), putem scrie

A=A, 4
n cos ™% sin T
b =(\/5y-sinﬂ~ b —Z(ﬁ)’lil-sin(n_l)ﬂ‘ bo =(\/5)n- 4 4.
-1 1 4 (-1 1 4 0 1 —sin " osE
4 4

1 2)
3. Sa se calculeze .
-1 4

Solutie. Ecuatia caracteristici A* —(a+d)-1+ A, = 0de la aplicatia 1, devine in

acest caz 1> =54+ 6 =0 curadicinile 4, =2,1, =3.

1 2 n n_Aan 1 2 n=1 _ an-l 1 0
Astfel _2 -3 _e. 23 _
-1 4 2-3 -1 4 2-3 0 1

_ 2n+1 _3}1 2.3n _2n+1
on _3n 2.3" _9n :

10.4. Derivata unui determinant

Fie a; : R—R functii derivabile pe R, i,j € {1,2,...,n} iar a: R—R,

ay(x) ap(x) .. ap,
a(x) = ax (x) an(x) .. ay,(x) _xER.
anl(x) %) (x) e Ay (x)

Teorema 10.4.1. Functia a(x) este o functie derivabili pe R si

ap(x) ap(x) .. a, ()
***) ad'(x)= i ajy(x) aj(x) .. a,(x),pentruorice xeR.
j=1
a,(x) a,x) .. oa,(x)

Demonstratie. Faptul cd functia a(x) este derivabila pe R rezultd din aceea ca se

obtine prin operatii elementare cu functiile a;(x), i,j € {l, 2, ..., n} care sunt presupuse
derivabile.
Sa probam acum si relatia (***).
Avem ca a(x)= Zsgn(o')al(,(l)(x)az(,(z)(x)...am(,,)(x), pentru orice x€R. Din aceasta,
oeS,
n
prin derivare deducem ca a’(x)= ) Zsgn(a}zla(l)(x)aZG(Z)(x)...a}a( 7 (X)) (x), adicad
Jj=1 oeS,
tocmai relatia cerutd.

Aplicatii.

1. Sa se demonstreze ca:
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sin(x + @) sin(x+ f) sin(x+y)| |[sin(a) sin(f) sin(y)
cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y) =lcos(a) cos(B) cos(y)|, pentru orice xER,

a b c a b c

unde a, B, v, a, b, cER.

Intr-adevar, fie f: R—R,

sin(x + ) sin(x+ f) sin(x +y)
f(x)=[cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y).
a b c

Evident f este derivabila si conform relatiei (***) putem scrie:

cos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y) sin(x +a)  sin(x+ f)  sin(x+y)
f'(x)=lcos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y) + |-sin(x+a) —sin(x+ ) —sin(x+y)+

a b c a b c

sin(x+ ) sin(x+ ) sin(x+y)
+icos(x+a) cos(x+ ) cos(x+y) =0.
0 0 0

Cum f'(x)=0, pentru orice x ER, rezulta ca f(x) este constantd pe R, deci
sin(e) sin(f) sin(y)
f(x) = f(0) = |cos(a) cos(B) cos(y)|, pentru orice xER.

a b c
©ooxt P
4 3,2
2. Fie f(»)= St 4xt 337 0l g5 e demonstreze ci x = 1 este radicind dubli
20 12 6 0
1 1 1 1
pentru f(x).
1 1 11
. . . 4 3 0 .
Solutie. Se observa ca f(1)= =0, iar
20 12 6 0
1 1 11
sx* 4x® 3x 0 x> PSS | © X 8 P A S |
, sxt o oax® 3x? 0l Pox® 12x? 6x 0 [5x* 4x® 3x? 0 [5x* 4x® 3x% 0
f'(x)= + + +
20 12 6 0 20 12 6 0 0 0 0 0 20 12 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

decidacax=1,f(1)=f’(1)=0, adici x =1 este radacina dubla pentru f(x).
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Capitolul 11 : Exercitii propuse (enunturi)

Capitolele 1-5

(1-5).1. Fie a, b, cEZ numere impare. Si se arate ci {x€Q : ax’+bx+c=0}=.

(1-5).2. Sé se arate ca nu existd un numar finit de numere rationale 1y, ..., r, astfel

incét orice numar x€Q sa se scrie sub forma x=x;1;+... X I cCu X, €Z, 1 <i<n.

(1-5).3.Fiea, b €R, a<b. Sdse arate ci[a,b]NQ + D si[a,b] NI = .

(1-5).4. Sa se determine k€7 astfel incat radacinile ecuatiei
kx*+(2k-1)x+k-2=0 si fie rationale.

(1-5).5. Dacd a, b, ¢, Va +v/b +c €Q, (a, b, c=0) atunciva , Vb ,Jc €Q.

Generalizare.
(1-5).6. Sasearate cd Y2 & {p+qJr :p,qr € Q, r=0} .

(1-5).7. Sa se determine multimea
{acQ : exista b€ Q astfel incat 5a°-3a+16=b"}.

(1-5).8. Daca a, b, c€Q iar peEN este un numar prim astfel incat
a+b 3p+c i p* =0, atunci a=b=c=0.

(1-5).9. Sa se demonstreze ca daci a,, ..., a,, sunt numere naturale doud cate doua
diferite, nici unul dintre ele nefiind patratul unui numar intreg mai mare decéat 1, si by,...,by,

numere intregi nenule, atunci b,+/a, +b,+Ja, +...+b,,4a,, #0.

m 1
—_>—

(1-5).10. Dacd m, n €N* si J1-2s 0, atunci /7 —
n

n mn

(R. Gologan)
(1-5).11. Si se arate cd existd a, b €1 astfel incata ® €N.

(1-5).12. Sa se demonstreze ca pentru orice numar natural n > 1 avem egalitatea

1 1 1 | S | 1
I——+———+..+

-—= + +ot—.
2 3 4 2n—-1 2n n+1 n+2 2n
(Botez, Catalan)

(1-5).13. Daca a, b, ¢ sunt numere reale pozitive astfel incat abc =1, atunci
a b c

+ + =1.
l+a+ab 1+b+bc l+c+ca
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(1-5).14. Dacd a, b€ N* astfel incat %+ b eN, atunci a=b.
a

(1-5).15. Sa se arate ca Y2+33 el

(1-5).16. Fie z , z’ €C astfel incat 1+zz'+0si | z|=| 2" |=1.
z+zZ'

Sa se arate ca -€R
+ZzZz
(1-5).17. Fie zy, ..., z, €C astfel incat | z, |=....=| z, |=r #0.
. -z + +z )z, +
Si se demonstreze ci (it )z +25){z, +21) eR.
Z)Zy...2,,

(1-5).18. Fie M<C astfel incat {z €C : |z | =1}SM si pentru orice z;, z, EM

=z,+z,EM. Si se demonstreze ci M=C.

(1-5).19. Fie a€C o radacina cubica a unitatii diferitd de 1.
Dacda, b, ¢ € R, atunci
(i) a®>+b*+c* —ab—bc—ca=(a+ab+a’c)a+a’b+ac);

(i) a® +b° +¢3 —3abc=(a+b+c)(a+ab+a2c)(a+a2b+ac).

(1-5).20. Pentru oricare trei numere X, y, z € C avem egalitatea

2 2 2 2_ 2 2 2
B Y i - I R i AR R P

(1-5).21.Fie a;, ..., a,, by, ..., b, € Ciarsy,=a; + ...+ a,, 1 <k <n.
Atunci ayby +...+a,b, =s,(b, —by)+5,(by —b3)+...+5, (b, —b,)+5,b

n~-n °

(Abel)
(1-5).22. Dacd a;, by, x;, y; € C, 1 <i<n,n = 2, atunci
[Zlaixij(zlbiyij_(zlaiyij(zlbixij :1 z (aibj _ajbi Xxiyj _ij/i)~
i= i= i= i= <i<j<n
(Lagrange)

Capitolul 6 : Cateva principii de rezolvare a problemelor de matematica

6.1. S& se arate ca orice numar natural n admite multiplii la a caror scriere in
sistemul zecimal apar numai cifrele O si 1.

6.2. Sa se afle multimea numerelor naturale n cu proprietatea: multimea{n, n+1,
n+2, nt3, n+4, n+5} poate fi impartitad in doud submultimi disjuncte astfel incat produsul
tuturor elementelor uneia din ele sa fie egal cu produsul elementelor celeilalte submultimi.

6.3. Fie ABCD un patrat de latura 1 in interiorul caruia se traseaza cercuri astfel

incat suma perimetrelor lor sa fie egald cu 10. Sa se arate ca exista o infinitate de drepte cu
proprietatea ca fiecare intersecteaza cel putin patru cercuri.
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6.4. Fie P un patrat de laturd a si A, B doud multimi in plan astfel incat PEAUB.

a\/g.aS

Atunci A sau B au diametrul mai mare sau egal cu N si 5 este cel mai mic numar cu

aceasta proprietate.

6.5. Pe o sferd de raza 1 se iau la Intdmplare 9 puncte. Demonstrati ca existd doua
puncte a caror distanta in linie dreaptd nu depaseste V2.

6.6. O placa in forma de patrat cu latura 1 este colorata cu trei culori. Sa se arate ca

J65
=

exista doua puncte la fel colorate a caror distanta este cel putin

6.7. Fie un patrat cu latura de 38 cm si in interiorul sdu 100 de poligoane convexe
de arie cel mult 7 cm”® §i perimetru cel mult de 27 cm. Si se arate cd se poate trasa in
interiorul patratului un cerc de raza 1 cm care sd nu taie nici unul dintre aceste poligoane.

6.8. Fie in plan un cerc de razd n (cu nEN). Pe el se considera m coarde cu
proprietatea ca orice punct din interiorul cercului este la distantd mai mica sau egald cu 1 de

una din coarde. Sa se arate ca m = n.

6.9. Dacid un determinant de ordinul n are n° — n + 2 elemente egale, atunci
determinantul este nul.

6.10. Se dau n numere naturale, nenule, distincte, toate mai mici decat 2n. Sa se
demonstreze ca printre ele existd unul egal cu n sau doua a caror suma este 2n.
(D. Mihet)

6.11. Se considera un sistem de p ecuatii cu q = 2p necunoscute:
apxy +..+ap,x, =0
.............................. in care fiecare coeficient a;€{-1,0,1}.

Ap X +otapx, =0

Sa se arate ca existd o solutie (Xi,...,Xq) a sistemului astfel incat:
() toti x; G = 1, 2, ..., q) sunt Intregi;

(ii) Pentru cel putin un j se gaseste x; # 0;

(iii) |x;[ < p, pentrutotij=1,2, ... q.

. * A 1 . .
6.12. FieacR astfel incat a + — €Z. Atunci pentru orice n€N, a" + in ez .
a a

(L. Tutescu)

6.13. Sasearatecidacax; = a; =1,x, = a, =1,..., X, = a, =1, atunci
(A+a)l+ay)...(1+a,) S (a; +x))(ay +xy)..>a, +x,)

,neN.
2 ayay..4, +X1Xy..X,

(V. Postolicd)

6.14. Se considera 2n numere reale X; = X, >...> X, $iy; =y, =...= y,, nEN,
Fie z,, 7y, .., z, 0 permutare a numerelor yi, ya, .., Yy -

n n
Si se demonstreze ci Y (x; — y,)* < Y (x; — z;)%.
il =1
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(OIM-1975)

6.15. Fie a,, a,, .., a, numere reale astfel incat a; cosx + a, cos2x+...+a, cosnx>0,

pentru orice xER. Atunci, a, cosx+ a, cos2x +...+a, cosnx =0, pentru orice XER.
(D. Busneag)

6.16. Sa se arate ca orice polinom de grad n de o variabild cu coeficienti strict
pozitivi poate fi scris ca suma de B} +1 polinoame cu coeficienti strict pozitivi si radacini
strict negative.

(D. Stefanescu)

6.17.Fiea>0, a,=a sl a,,, = %(a,, + i) , pentru orice n > 1.
an

Sa se demonstreze ca

ay _\/2 — a _\/;
o va \a+va

Zn—l
] , pentru oricen > 1.

6.18. Sa se demonstreze ca pentru orice numadr natural n > 4 existd un poligon
convex cu n laturi, nu toate egale, astfel incat suma distantelor de la orice punct interior la
laturi sa fie aceeasi.

(D. Schwartz)

6.19. Se considera pe o dreaptd n intervale cu proprietatea cd oricare doud au
intersectia nevida. Sa se arate ca toate intervalele au un punct comun.

6.20. Fie in plan doud multimi de puncte finite si disjuncte. Sa se arate ca exista o
linie franta Inchisa care nu se autointersecteaza, cu segmentele consecutive perpendiculare,
care separa punctele celor doud multimi.

(S. Popa)

6.21. Sa se demonstreze ca pentru orice numar natural m, existd o multime E finitd

nevida de puncte in plan cu proprietatea: Dacd A€E, existd in E, m §i numai m puncte
situate la distanta 1 de A.
(OIM)

6.22. Fie p un numdr prim, p>2, iar Xi, Xo, .., X,.; humere Intregi, niciunul dintre ele
nefiind divizibil prin p.
Sé se arate cd cel putin unul dintre numerele e,x; +e,x, +...+e,,x,| (¢; =%1) se

divide cu p.

- o o o A 1 .
6.23. Sa se demonstreze ca daca o este un numar real astfel incat cos za = 3 atunci

a este irational (unghiul a este considerat in radiani).
(Concurs USA)

6.24. Cate numere naturale mai mici sau egale cu 1000 nu se divid nici cu 2 nici cu
3 nici cu 5?7

6.25. Sa se afle in cate moduri se pot imparti 5 obiecte distincte la 3 persoane, cu
conditia ca fiecare persoana sa primeasca cel putin un obiect.
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6.26. Fiind date n puncte in plan care se unesc intre ele prin segmente, si se
demonstreze ca dacd nu existd nici un triunghi cu varfurile in cele n puncte, atunci exista

cel putin un punct care este extremitatea a cel mult B} segmente.

2
6.27. Sa se demonstreze ca n puncte situate in plan pot fi unite prin cel mult I:n“}

segmente de dreaptd, astfel incat sa nu se formeze nici un triunghi cu varfurile in aceste
puncte.

6.28. Fie n un numar natural. Folosind principiul includerii si excluderii sd se
gaseasca o formula pentru determinarea lui @(n), ¢ fiind indicatorul lui Euler.

6.29. Fie n un numar natural iar o o permutare a multimii {1, 2, .., n}. Spunem ca
permutarea ¢ admite o coincidenta in i dacd ¢ (i) =1.
Sé se gaseasca numarul P(n) al permutarilor de n obiecte fard coincidente.

Capitolul 7 : Clase de functii

7.1. Utilizadnd eventual proprietatile functiei caracteristice, sd se demonstreze ca

daca M este o multime oarecare iar A, B, CEP(M), atunci:
(1) AA(BAC)=(AAB)AC;

(i) A-(BUC)=(A-B)N(A-C);
(iii) A-(BNC)=(A-B)U(A-C).

7.2. Fie A, B, X submultimi ale unei multimi T.
Daca AnX=BNX si AUX = BUX, atunci A = B.

7.3. Fie T o multime iar A, B doua parti disjuncte ale lui T. Cu ajutorul
proprietatilor functiei caracteristice sa se gdseasca multimea X ce verifica egalitatea:

AU(B\X) =BUX.

7.4. Fie T o multime oarecare iar A, B, C parti ale lui T, astfel incat B, C C A si

BNC=03.
Utilizand proprietatile functiei caracteristice sa se rezolve sistemul :
XuY=4
XNnY=8B.
X\y=C

7.5. Fie M o multime oarecare iar a, b doud numere reale distincte.
Pentru A€EP(M) definim y o : M — {a, b},

a, daca xe A

= , pentru orice XEM.
Yalx) {b, daci xe a4 P X

Sa se demonstreze ca daca oricare ar fi A, BEP(M), avem yanp=W4 g, atunci a=1
si b=0.
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7.6. Fie M, N, P multimi iar f : M—N, g : N—P, h: P—M trei functii. Se considera
functiile compuse hogof, gofoh, fohog.
Sa se demonstreze ca :

(1) Daca doua dintre aceste functii compuse sunt injective iar cea de a treia este
surjectiva, atunci f, g, h sunt bijective;

(i) Daca doua dintre aceste functii compuse sunt surjective iar cea de a treia este
injectiva, atunci f, g, h sunt bijective.

(S. Ianus)

7.7. Se dau functiile g, h : R—R, g, h strict crescatoare si bijective. Sd se

demonstreze ci functia f : R—R, f(x) = a®™ + h(x), a > 1, este bijectiva.
(D. Acu, M. Tena)

7.8. Daca o functie f : R—R nu este injectiva si exista o functie g : RXR—R

astfel incat f(x+y) = g(f(x), y) pentru orice x, y ER, atunci functia f este periodica.
(D. M. Batinetu)

7.9. Fie p un numdr prim iar A={a;, a,, ..., a,1} o multime arbitrard de numere
naturale astfel incat orice numar din A nu se divide cu p. Fie P(A) multimea partilor lui A,
iar f: P(A) — {0, 1, 2, ..., p-1} definita astfel:

k
(i) Daca B={q, ,a; ,..a; } C Asi _Zlai/ =n(mod p) , atunci f(B) =n;
=

(ii) (@) = 0.
Sé se demonstreze ca pentru orice n€ {0, 1,...,p-1}, existd BCA astfel incat f(B)=n.
(OIM-1978)
7.10. Fie f:N— N astfel incét f(n+1) > f(f(n)), oricare ar finEN.
Sa se demonstreze ca f= 1.
(OIM-1977)

7.11. Fie M o multime finitd iar f: M—M o functie astfel incat fof=1,,.
Sa se demonstreze cd dacda M are numar impar de elemente, atunci existda x€M
astfel incat f(x) = x.
(G. Tonescu)

7.12. Fie a, b, A, B numere reale date.
Consideram f: R—R, f(x)=1-acosx—bsinx— Acos2x— Bsin2x.

Sa se demonstreze ca daca pentru orice x€R, f(x)>0, atunci a’ +b’<2 si A> +B<1.
(OIM-1976)

7.13. Sa se determine toate functiile f: Q—Q, pentru care
f(x+y) + f(x-y) = 2[f(x) + f(y) + 1], pentru orice x, y€Q.
(OM-P. Dalyay)
7.14. Sa se gaseasca functiile f : R—R cu proprietatea ca

xf(x+y) + yf(y-x) = (x) + fQ(y) pentru orice x, yER.
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(OM-L. Panaitopol)

7.15. Fie functia f : C—C astfel incat f(x)f(ix) = x°, pentru orice x€C.
Sa se demonstreze ca functia f este impara.
(OM-T. Andreescu)

7.16. Fie f : R—R\{3} o functie cu proprictatea ca exista a > 0 astfel incat

_S()-5
f(xﬂl)—f(x)_3

, pentru orice x€R. Sa se demonstreze ca f este periodica.

(T. Andreescu)

7.17. Se da functia f : R — [0, 1] avand proprietatea f(x + a) =% + () - f2(x),

pentru orice x € R (a€R, fixat). Sa se demonstreze ca functia f este periodica; in cazul in
care a = 1, sa se dea un exemplu de o astfel de functie neconstanta.
(OIM-1968)

7.18. Sa se determine toate functiile f: R—R care satisfac conditia xf(x) + yf(y) =

=(x+y)f(x)f(y), pentru orice x, y €ER. S se demonstreze ca printre aceste functii se gésesc
numai doud functii continue.

7.19. Sa se determine functia f: R—R care nu este identic nula si satisface conditia

f(x)f(y) = f(x-y), pentru orice x, yER.

7.20. Fie f: C— C, f(z)= 22+‘z

,z € C. Sa se arate ca f este bijectiva iar apoi sa

se descrie f ': C— C.
(M. Panaitopol)

7.21. Fie M o multime iar A, BEP(M); se considera functia f : P(M)—P(A)xP(B)
definita prin f(X) = (XNA, XNB), XEP(M).

Sa se demonstreze ca:

(i) f este injectivd < AUB =M;

(ii) f este surjectivi & ANB = O;

(iii) f este bijectiva < A = CyB ; in acest caz sa se descrie inversa lui f.

7.22. Fie A o multime. Sa se demonstreze ca :
(1) A este finitd < orice injectie f: A— A este si surjectie;

(i1) A este finitd < orice surjectie f :A— A este si injectie.
(OM-V. Matrosenco)

7.23. Fie functiile f, g, h:N—N avand proprietatile ca g si h sunt bijective iar f=g-h.

Sa se demonstreze ca f(n) = 0, oricare ar fi nEN.

7.24.Fie f: R—R iarf}, f, : R—>R,
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1 1
S0 =@+ fo0) L@ =216 - £
Atunci f; este para iar f, este impara si f = | + f,, adica orice functie f se poate scrie
ca suma dintre o functie para si una impard.

7.25. Fie f : R—R o functie periodicd si monotond. Atunci f este constanta.

7.26. Fie f : R—R o functie continud. Atunci f este pard pe R daca si numai daca

pentru orice a €R avem Tf(x)dx = Zéff(x)dx.
—a 0
7.27. Fie f : R—R o functie continua. Atunci f este impard pe R daca si numai
daca pentru orice a€R functia F : R—R, F(a) = [ f(x)dx este constantd pe R.

—a

7.28. Fie f : R—>R o functie continua. Punctul C(a, b) este centru de simetrie
a+x
pentru graficul lui f, dacd si numai daca [ f(¢)dt = 2bx, pentru orice x € R.

a—x

(D. Busneag)
7.29. O functie continud f : R—R are perioada T>0 daca si numai dacd F : R—R,
x+T
F(x) = [ f(r)dt este constanta.
7.30. Si se arate ci functia f: R—>R, f(x)=cosx+ cos(x\/i ) nu este periodica.

7.31. Fie functia f: R—R, f(x)=sinx+cosax.

Sa se arate ca daca f este periodicd, atunci € Q.
Capitolul 8 : Inegalitati

8.1. Daci a, b, ¢ sunt numere reale strict pozitive, atunci:
() (a+b)a+c)b+c)>8abc;

(i) 94— +2 1 € >3 (Nesbit);
b+c c+a a+b 2
(iii) b <1 (M. Dinci).

+ +
l+a+ab 14+b+bc l+c+ca

8.2. Sd se arate ca pentru orice x € R avem inegalitatile:

(1) <

(i)
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83.Fieay, ..., a, by, ..., by € R astfel incét a; + b; = 1, pentru orice 1 <i<n.

Atunci (a,b, +...+a,b, )’ z(af +...+a,2,Xbl2 +..+b? —n).

8.4.Fieay, ..., a, € R (n = 3) iar 6 0 permutare asupra multimii {1, 2, ..., n}.

: 2 2
Atunci aya,g) +..+a,d,,) <ap +..ta,.

8.5.Dacix,y ERsi 1<x? —xy+y?> <2, atunci Es)c4 +y*<8.
y 9 y

(OM-L. Panaitopol, I. Tomescu)

8.6. Fie x1, X3, ..., Xx,€R. Sa se demonstreze cd numerele Xy, Xy, ..., X, sunt pozitive
daca si numai daca numerele Y x;, > xx,, ..., X;X,..x, sunt pozitive.

8.7.Dacia, b, ¢ > 0, atunci {/a+3b++c =abc .

(R. Bairac, M.Teleuca)

8.8. Sa se demonstreze cd dacd z € Csi |2/ =1, atunci |1 + 2| + ‘1 + zz‘ + ‘1 + 23‘ >2.

otz el 2]

8.9.Dacd z, ...,z, € C(n = 1), atunci

< +.. .
T4z +.+ 2, 1+]z] 1+]z,|

8.10. Sa se demonstreze ca pentru oricare trei numere X, y, z € C avem
e+ y+ 2 + x| [y + |2 2|x + |+ ]y + 2| +|x + 2]
(Hlawka)

8.11. Fie a,, ..., a, numere reale strict pozitive (n = 2) iar ¢ 0 permutare asupra
multimii {1, 2, ..., n}. Atunci

a; + a, + .| a, + <lag+—lay+— | a,+—]|.
as(1) a52) A5 (n) a; a ay

(OM-1979, D. Busneag)

8.12. Fie x4, ..., X, numere reale pozitive (n > 2). Atunci
X +..+x 1 v)
o afx.x, >— max (\/Z— VX ) .
n n I<i, j<n

(Concursul Gh Titeica, 1987, 1992, D. Busneag)

8.13. Fie a,, ..., a, numere reale strict pozitive si diferite de 1.
Atunci functia f: [0, 0) =R, f(x)= (af‘ +...+a;fXa1‘x +...+a;x) este strict

crescatoare.
(OM-1979, D. Busneag)

8.14. Fie a;,...,a,, by,....bp, ERcu by =b, > ...=2b, =0, s, =a,+...+a,, 1<k <n,

m=minis, |, M = maxis,|.

Atunci mb, <a\b, +...+a,b, < Mb, .
(Abel)
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8.15. Dacaa, ..., a,, by, ..., b, = 0,n > 2, atunci
V(al +b fay +by).(a, +b,)> ’\’/al...an + ’\’/bl...bn .
(Huygens-Cauchy)

8.16. Dacaa;, ..., a,>0,n > 2six € [0, 1], atunci
X X X
a a a
al(zJ +a2( 3] +...+an[1]
a a a a; +..+a
Yay..a, < ! 2 <l L
n n

(M. Dicu)

8.17. Si se arate ca 4/k(k +1)..(k +n) - 8/ >k, unde n, k € N,

(D. Busneag)

8.18. Fiind date n numere pozitive a;, a,, ..., a, vom nota prin g, media lor
geometrica.

Sa se demonstreze cd a, >ng, —(n—1)g,,,n € N.

8.19. Fie aj, a,, ..., a,, m, M numere reale strict pozitive astfel incat m < a; <M,
i=1,2,...,ncun € N. Atunci

n no1 n?( M m ?
(1) nZ < [z a; J[z] < 4{ — + M} 5 (SChWeitZer)
i=1 i=14d; m

(ii) Daca p1, p2, ---», Pn > 0 atunci

2
[n.n/pl...pn ]2 S[épiaij(éjJsi.{\/Z+E} (p, +..+p,)*; (Kantorivici)

1

(ii1) Dacan = 2, a;, a,, ..., a, € [1, 2], atunci

}’13 n no] ? 3 .
—< Ya, | X—| <n7; (L. Panaitopol)
2 i=1 i=14;
(iv) Dacd z,, 2,, ..., z, € Csi |z)|=..=|z,| =1, atunci
0 S(i zij(ilJS n. (Gh. Andrei)
i=1 i=1Z;
8.20. Fiind date numerele reale pozitive xy, Xa, ..., X, astfel incat x;x,...x, >1, sa se

demonstreze cd x? +x3 +.. x> <xt+xf +..+x* mEN).
1 2 n 1 2 n
(D. Busneag)

8.21. Numerele reale a; > a, > ...> a, >0 sib; = b, > ...> b, > 0 satisfac

urmatoarele conditii: a; > b;, a;+a, = b, + by, ...,a,ta,+...+a, = b +by+...+b,
Sa se demonstreze cd pentru orice numar natural k,
af +ak + . +al >pf bk + 40k

8.22. Sa se arate ca
a’+b3+ 2 +3abe > a’(b+c)+b*(a+c)+c*(a+Db),
unde a, b, ¢ sunt numere reale pozitive.

8.23. Fie a|, a,, ..., a, numere reale supraunitare.
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noo ]
Sa se demonstreze ca Y, > " ,neN.

ml+a; 1+1aa,..a,

8.24. Fie 0 < a, <a, < ... <a, numere reale iar ¢ o permutare a multimii {1, 2, ...,

n}. Dacd a; +a,q) <a, +dyp) <..<a, +a,, , atunci o este permutarea identicd a multimii
{1,2,...,n}.

(M. Dadarlat)

8.25. Fie f: N'— N’ o functie injectiva.
. . . . nofk) &
Demonstrati cd pentru orice n € N avem inegalitatea Z% 22%.
k=1 k=1

(OIM)

8.26. Sa se demonstreze ca pentru orice x € R sin € N este adevirata inegalitatea

x x2 x3 2n
l-——+———+..+7—<>0.
o2 3 (2n)

8.27. Sa se demonstreze ca oricare ar fi numerele reale a, b, x are loc inegalitatea

2
1+(a42—bj 2(sinx+acosx)(sinx+bcosx).

(R. M. Popovici)

8.28. in triunghiul ABC, m( c )= 60°. Sa se demonstreze ca cy % >2.
a
(OIM)

8.29. Sa se gaseasca cel mai mic numar real a pentru care
a-cos” x+sin® y>cos2(x + y), pentru orice X, y € R.

8.30. Fie T, si T, doud triunghiuri avand lungimile laturilor egale cu a, b, ¢ si
respectiv u, v, w. Dacd notam cu S, si S, ariile celor doud triunghiuri, si se demonstreze

inegalitatea 16S5,S, Saz(—uz +v? +w2)+b2(u2 —vi+w? )+cz(u2 +v? —wz).
In ce caz avem egalitate?
(OIM)

8.31. Fie ABC un triunghi de semiperimetru p. Daca i, i, i, sunt respectiv
lungimile bisectoarelor interioare ale unghiurilor A, B, C iar p semiperimetrul lui ABC, sa
se demonstreze ca

(D. Busneag)

8.32. Fie (H) A|A;A3A4A5A6 un hexagon regulat iar (T) un triunghi oarecare situat
in interiorul lui (H) astfel incat una din laturile triunghiului s& fie paraleld cu o latura a
hexagonului. Daca notdm cu S(H), S(T) aria hexagonului, respectiv a triunghiului, sa se

demonstreze ca S(T) < %S (H).

8.33. Se considera in plan un cerc de raza 1 si punctele A, A,, ..., A,. Sa se arate
cd exista pe circumferinta cercului un punct M astfel incat [Md4,|+|MA,|+...+|MA,|>n .
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(OM - M. Coltoiu)

8.34. Sa se arate ca pentru orice n > 2, a,, ..., a,, X € R avem inegalitatea:
sin(alx)~sin(a2x)~...~sin(anx)+ cos(alx)~ cos(azx)~...«cos(anx)Sl .

(L. Panaitopol)

8.35. Sa se arate ca in orice triunghi ABC avem inegalitatea:
52 (a+b)(b+c)(c+a)
r 4abc

Sé se deduca apoi inegalitatea lui Euler R >2r.

8.36. Fie ABC un triunghi oarecare. M un punct in interiorul siau iar
d,,d,,d, distantele de la M la BC, CA respectiv AB.

Sa se arate ca:
(i) MA+MB+MC >2(d, +d, +d,) ; (Erdds-Mordel)

(ii) MA-MB-MC >(d, +d,\d, +d_)d, +d,) .

8.37. Fie O un punct in planul triunghiului ABC. S se arate ca
(i) 3042 + 0B + 0C?)> 4B + BC? + AC?;

(i1) Generalizare.

8.38. Sd se arate ca :

. - T PR
(1) Daca OSX<E’ atunci sinx < x < £gx;

(i) Daca 0<x< % ,atunci 2sinx+gx > 3x; (Huygens)

sina

o T . T
(iii) Daca 0<a<b<—,atunc1£< : <f.ﬁ;
2 sinb 2 b
38
(iv) Daca x >0, atunci sinxSx—?JF?;
. )Cz x4
(v) Daca x 2 0, atunci cosxSl—?+?;

. - z .ox )
(vi) Daca 0<x<—,atunci — <sinx < x;
2 I+x
7 x°
(vii) Daca O§x<5,atunci tgx—xz?.

2 n
8.39. Sa se arate ca pentru oricen € Ngix > 0, e” 21+%+xz—'+...+x—'.
8.40. Fie a,, a,, ..., a, > 0 si diferite de 1 astfel Incat af +...+a; >n pentru orice

x € R. Atunci aja,..a, =1.

8.41. Notatiile fiind cele obisnuite intr-un triunghi ABC sa se arate urmatoarele
inegalitati:
() 0<(b+c—a)a+c-bfa+b—c)<abc ;

(i) R = 2r;

... . A . B .
(ii1) sin—-sin—-sin—<—;
2 2 2 8
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. 1
(iv) cosA-cosB-cosCSg;

343

v) sinA+sinB+sinC£T;

343

(vi) sinA-sinB-sinCST;

.. 3
(vii) cosA+cosB+cosCSE;

viii)—— 41 503

sind sinB sinC

8.42. Sa se demonstreze ca, pentru orice numar natural n = 5, avem
log, 3 +log;4+...+log, (n + 1) >n.

8.43. Sa se demonstreze ca, pentru orice numar natural n > 2, avem

V2 1 13 -1 43

<—-—-.. < .
2 Jon 2 4 2n 2 o

8.44. Sa se demonstreze ca, pentru orice numere naturale n, p > 1, avem

2
LN S ) L

pn+l pn+2 2pn 3pn+l’

8.45. Sa se demonstreze ca daca n si k sunt numere naturale astfel incat n > 2k,
atunci /CX . CF 4+ [ck . cF <okl

n+l *

8.46. Fie a, b € R, a < b iar f : [a, b] =R o functie monoton crescétoare
(descrescatoare).

a+b
2

Atunci [ xf(x)dr > (<)

T (e

8.47. (i) Fie numerele reale a; > a, > ...> 2, > 0s5i0<b; <b, <...<b,.

n
2.4,
i=1

o o n q.
Sa se demonstreze ca > —>n- ;
i=1 bi 2
2.b;
i=1

(i) Sa se deduci din (i) ca dacd avem functiile f, g : [a, b] —R, astfel incét f este
pozitiva si descrescatoare iar g este strict pozitiva si crescatoare pe [a, b], atunci

) ] £k
dx>(b—a)-4

feloht

(C. Caragea)

8.48.Fica,b € R,a<biarf, g:[a, b] >R continue si strict pozitive pe [a, b]

t
pentru care exista a, B > 0 astfel Incat f(t)s a+p-| g(s) f(s)ds , pentru orice t € [a, b].
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. . p1g(s)as
Atunci pentru orice t € [a, b], f(t)<a-e

(Gronwall)

8.49.Fica,b € R,a<biarf: [a, b] =R o functie continua si convexa.

Atunci f(aerj bia-if(x)dng(a);f(b).

(Hermite-Jensen-Hadamard)
8.50. Fie a, B> 0si f: [0, a] — [0, B] o bijectie derivabila si crescatoare.
Atunci pentru orice a € (0, o) si b € (0, ) avem
a b
J‘f(x)dx +J‘f_1(x x> ab,
0 0
cu egalitate daca si numai daca b = f(a).

(Young)

8.51. (i) Fie0<a<A,0<b<B,a,, ... [a, Al by, ..., b, € [b,B] sin = 2.

B )27)
S3 se demonstreze ca [ = [ \/E \/E J
1 ab AB
($an]

(ii) Sa se deduca din (i) cadaca 0 <r<R,0<s<S, f, g:[a, b] =R sunt functii

continue astfel ncat 0 <s < g(x) <S8, pentru orice X € [a, b], atunci

ff (x)ex Ig p
e ] g [‘/E ‘@

(Polya- Szegd)

Capitolul 9 : Grupuri finite

9.1. Si se demonstreze cd U, = {zeC* : 2"=1} si T = {z eC : |z = 1} este
subgrup al grupului (C", ) (neN).

9.2. Fie K= {1, a, b, ¢} o multime cu patru elemente.
Pe K consideram operatia de inmultire a carei tabela este:

. | 1 a b ¢
1 1 a b c
a |a 1 c b
b |b ¢ 1 a
c c b a 1

Sa se demonstreze cd dubletul (K,-) este grup comutativ.
Observatie. Grupul K poartd numele de grupul lui Klein.

9.3. Sa se demonstreze ca orice grup cu cel mult cinci elemente este comutativ.
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9.4. Sa se demonstreze ca pe orice multime finitd se poate defini o structurd de
grup comutativ.

9.5. Fie p > 3 un numdr natural impar. Construiti un grup (G,) cu p’ elemente cu
proprietatea cd pentru orice xeG, x* = 1.

9.6. Fie G o multime finitd pe care este definitd o operatie algebrica asociativa,
notatd multiplicativ. Daca operatia are proprietatea de simplificare la stdnga si la dreapta
atunci (G,-) este un grup.

9.7. Fie (G, +) un grup abelian finit cu r elemente si sa considerdam doua elemente
fixate a si b din acest grup. Pentru m si n numere naturale date, notdm cu M, ,(G) multimea
matricelor cu m linii §i n coloane avand elementele din grupul G, iar cu M(a, b) notdim
submultimea lui M, ,(G) formata din acele matrice cu proprietatea cd suma elementelor de
pe fiecare linie este a, iar suma elementelor de pe fiecare coloana este b.

Sé se demonstreze cd :

(1) (Mpa(G), +) este grup abelian avand r™" elemente;

(i) Daca ma # nb, atunci M(a, b) este multimea vida ;

(iii) Dacd ma = nb, atunci M(a, b) are r™ ™" elemente.

9.8. Fie G un grup finit iar A, B < G astfel incat |A| + |B| > |G|
Sé se demonstreze ca G = AB.

9.9. Fie G un grup astfel incat x*= 1, pentru orice xeG.
Sa se demonstreze ca G este comutativ iar daca G este finit, atunci |G| este o putere
naturald nenula a lui 2.

9.10. Fie G un grup finit $i p un numar prim care divide ordinul lui G.
Atunci numdrul solutiilor ecuatiei x* = 1 este un multiplu nenul al lui p.

9.11. Fie (G, -) un grup care are un subgrup H astfel incat G \ H are un numar finit
de elemente. Sa se arate ca grupul G este finit.

9.12. Fie (G, ‘) un grup abelian finit. Spunem ca subgrupul H al lui G are
proprietatea (A) dacd G # H si produsul elementelor lui H este egal cu produsul elementelor
din G \ H. Sa se arate ca daca G are un subgrup cu proprietatea (A), atunci orice subgrup al
lui G, diferit de G are proprietatea (A).

9.13. Pentru un grup finit G notdm cu s(G) numarul subgrupurilor sale.
Sa se arate ca:
6]
(

s
9l
s(G

(OM-B. Berceanu)

(1) Pentru orice numar real a > 0 existd grupuri finite G astfel incat

<a;

(i1) Pentru orice numar real a > 0 exista grupuri finite G astfel Incat

>a.

9.14. FieneN" iar U, = {zeC* : 2"=1}.

Sa se demonstreze ca U, < ((C*, ), [Uy| = niar U, este grup ciclic.

9.15. Sa se arate ca in laticea L(Z), a subgrupurilor grupului (Z, +), pentru H=mZ
siK=nZ,cam,neN, HA K=[m, n]Z iar Hv K= (m, n)Z.
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Sa se deduca de aici faptul ca (L(Z), <) este latice distributiva (adica pentru orice
HKTeLZ),HAKvVvT)=HAK)v HAT)).

9.16. Fie (X, d) un spatiu metric, Y < X iar Sx(Y) = {f elzom (X) : f(Y)=Y}.
Sa se demonstreze cd Sx(Y) < Izom(X).
Observatie. Sx(Y) poartd numele de grupul de simetrie al lui Y in raport cu X.

9.17. Pentru un numar natural n si P, un poligon regulat cu n laturi din planul
euclidian E?, definim D, = S = (P,) (P, fiind conturul lui P,). Fie O centru lui P,, p rotatia

in jurul lui O de unghi 27t/n iar € simetria fatd de una din axele de simetrie ale lui P,.
Si se demonstreze ca D, = {1, p, p’, ..., p"\, &, pe, ..., p" e}

9.18. Sa se demonstreze cd grupul simetric S, este generat de transpozitiile
7= (1,1tl),i=1,2,...,n-1.

9.19. Sa se demonstreze ca grupul simetric S, este generat de transpozitiile
t=(l,i),i=1,2,...,n.

9.20. Sa se demonstreze ca pentru orice 1< k <n, grupul simetric S, este generat de
transpozitiile (1, k), (2, k), ..., (k-1, k), (k+1, k), ..., (n, k).

9.21. Sa se demonstreze ca grupul simetric S, este generat de transpozitia T = (1, 2)
si ciclule=(1,2,...,n).

9.22. Sa se demonstreze ca grupul altern A, este generat de ciclii de lungime 3.

9.23. Sa se demonstreze ca grupul altern A, este generat de ciclii (1, 2, 3), (1, 2, 4),
..., (1,2, n).

9.24. Sa se demonstreze ci dacd a este un r-ciclu in S, , atunci &' =e (r<n) gir
este cel mai mic numar natural cu aceasta proprietate (deci ordinul unui r-ciclu este r).

9.25. Sa se demonstreze ca S, poate fi privit ca subgrup al lui A,.
9.26. Sa se demonstreze ca pentru n > 4, Z(A,) = {e}.

9.27. Sa se demonstreze ca pentru n > 3, Z(S,) = {e}.

9.28. Si se rezolve in S, ecuatia x> = (1, 2, ... , n).

9.29. Fie p un numar prim iar c€S,, un ciclu de lungime m (m < n).
Sé se demonstreze ca :

(i) Daca pt m, atunci c” este un ciclu de lungime m, avand aceeasi orbitd ca si o ;
(ii) Dacd p | m, atunci c” este un produs de p cicli disjuncti de lungime m/p.

9.30. Fie p un numar prim. Sa se demonstreze ca :

(i) Dacd ceS, este un ciclu de lungime m , unde p4 m, atunci existd €S, un ciclu
de lungime m astfel incat 1" = o ;

(ii) Daca o, 03, ... , 6,€8, sunt ciclii disjuncti de aceeasi lungime k , atunci exista
1€S, un ciclu de lungime m=kp astfel incat t° = 6,0, ... G,.
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9.31. Fie un numar prim, c€S,, ¢ # €. Sa presupunem ca in descompunerea 1n ciclii
disjuncti a lui o apar o, ciclii de lungime m;, o, ciclii de lungime my, ... , o ciclii de
lungime m; (m;, m,, ..., m, fiind distincte doua cate doud) iar m;, m,, ... ,m (k <t) sunt
divizibile cu p.

Si se demonstreze ca ecuatia x” = ¢ are solutie in S, daca si numai daca o, o, ...
oy sunt divizibile prin p.

Aplicatie. Sa se studieze compatibilitatea ecuatiilor:
5 [12345678 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

56 78 1 2 311 12 19 13 16 4 15 17 9 18 14 10

3 1 23 456 7 8 9 10).,
X = m S]().
365 917 8 210 4

J in S]g;

9.32. Daca p este un numar prim, p > n, sa se demonstreze ci ecuatia x* = ¢ are
solutie pentru orice ¢ €S, G # e.

9.33. Fie p un numar prim. Sd se demonstreze c¢d x €S, este solutie a ecuatiei x*=¢
dacd si numai daca x este un produs de ciclii disjuncti de lungime p din S,.

9.34. Fie G un grup comutativ cu n generatori.
Sé se demonstreze ca orice subgrup al lui G poate fi generat de cel mult n elemente.

9.35. Fie G un grup finit astfel incat |Z(G)| > % 1G.

Sa se demonstreze cd grupul G este comutativ.

9.36. Fie G un grup finit comutativ astfel incat x> = 1 pentru mai mult de jumatate
din elementele lui G. Sa se demonstreze ¢ x> = 1, oricare ar fi xeG.

9.37. Sa se demonstreze ca Intr-un grup G cu 2n elemente, unde n este numar
impar, exista cel mult n elemente de ordin 2.

9.38. Fie G un grup iar xeG un element de ordin finit.

Sd se demonstreze ca o(x") | o(x), oricare ar fi neN.

9.39. Sa se arate ca Intr-un grup abelian G exista un element al carui ordin este egal
cu c.m.m.d.c al ordinelor tuturor elementelor x # 1 ale lui G.

9.40. Fie G un grup iar xeG un element de ordin finit n.

- - . *
Sa se demonstreze ca pentru orice me N, o(x™) = n/(m, n).

9.41. Fie G un grup si X, yeG cu o(x) =ny, o(y) = n, finite, (n;, np) =1 iar xy = yx.

Sa se demonstreze ca o(xy) = o(x) - o(y).

Daca conditia (ny, n,) = 1 se inlocuieste cu <x> N <y> = {1}, sa se arate ca o(xy) =
:[nla n2]‘

9.42. Fie G un grup, xe@G astfel incat o(x) =njn, cuny, n, € N, (n;, np) = 1.

Sa se demonstreze ca exista si sunt unic determinate elementele y, ze G astfel incat
X =yz=1zy §i o(y) =ny, 0o(z) = n,.
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9.43. Fie G un grup iar x, yeG astfel incat o(x) = m, o(y) = n, (m, neN*) iar
[x, y]= X'ly'lxy. Sa se demonstreze cd daca x si y comutd cu [X, y], atunci [x, y]“l =1, unde
d = (m, n).

Observatie. [x, y] poartd numele de comutatorul lui x cu'y.

9.44. Fie (G,-) un grup comutativ de ordin finit.

Sunt echivalente :

(1) G este de ordin impar ;

(i) Pentru orice acG ecuatia x” = a are solutie unici in G.

9.45. Fie (G,) un grup finit. Dacd m si n sunt divizori ai ordinului grupului, atunci
ecuatiile x™ =1 si x" = 1 au o singurd solutie comuna daca si numai daca (m, n) = 1.

9.46. Fie G un grup cu 10 elemente in care existd a, be G \ {1} distincte astfel incat
a’=b”=1.Sa se arate ci G nu este abelian.

9.47. Fie G un grup comutativ de ordin n.
Aratati ca produsul celor n elemente ale lui G este egal cu produsul tuturor
elementelor de ordin cel mult 2.

Aplicand acest rezultat grupului multiplicativ (Z;,-) cu p prim, sid se
demonstreze cap | (p-1)!+1.

Observatie. Consecinta de la exercitiul 9.47. este datorata lui Wilson.

9.48. Fie p un numar prim iar n > 2 un numaér natural.
Sa se demonstreze ca: P

_~~ (i) Daca p =2 sin> 2, atunci in grupul U(Z ,, ,) numai elementele — 11,21 ,

271 b
2™+ 1 au ordinul cel mult 2 ;

(ii) Daca p > 2, atunci in grupul U(Z » ,) numai elementele 1 si-1 au ordinul cel

mult 2 ;

(iii) Sa se deduca de aici urmatoarele variante de generalizare pentru teorema lui
Wilson:

a) Daca p este un numar prim, p > 2 si n > 1 un numar natural, atunci :

p"I( T aytl

I<a<p”
(a,p)=1

b) Dacap=2sin>2,atunci: 2"|( [ a)+1.
@
c)Dacip=2sin=2,atunci: 2*|( [ a)+ 1.

1<a<2?
(a,2)=1

9.49. Fie p un numar prim, neN*5i U, = {zeC" : z"" =1}.

Sa se demonstreze ca:

. *

AU ,cU ,c...cU ,cU0 ,, c...cC;
P P P P

(i) Dacdnotam U .= U ,,atunci U . < (C);

n=0

(ii1)) Daca H < (U = ,") este propriu, atunci existd ne N astfel incat H = Upﬂ .

9.50. Fie A un inel unitar, neN, n > 2.

124



Notam GL,(A) = {MeM,(A): det(M) € U(A,")} si
SL.(A) = {MeM,(A): det(M)=1}.
Sé se demonstreze ca GL,(A) este un grup relativ la Tnmultirea matricelor iar
SL.(A) < GL,(A).
Observatie. Grupurile GL,(A) si SLy(A) poartd numele de grupul liniar general
(respectiv special) de grad n peste inelul A.

9.51. Daca K este un corp finit cu g elemente, sa se demonstreze ca:
| GL.(K) [ =(q"- 1)(q"- q)---(q"- q").

9.52. Fie G un grup finit si neN" astfel incat (n, |G[) = 1.
S3 se demonstreze ca oricare ar fi xeG exista si este unic yeG astfel incat y" = x.
Sd se deducd de aici ca dacdy, z eGgiy"=2", atunci y = z.

9.53. Fie G = { a,, a,,..., a,} un subgrup al grupului (C*, -) si keN*. Sa se arate

1) G=U,;
(i) Exista relatia :
0, daca k nu este multiplu de n

k. k
a +a, +...+a,= . .
! 2 " {n, daca k este multiplu de n

(M.Tena)

9.54. Fie G un grup astfel incat existd AcG finita si nevida cu proprietatea cda G \ A
este un subgrup al lui G.

(1) Sa se arate ca G este finit si |G| < 2|A| ;

(i1) Daca |A| este prim, atunci |G| = 2|A| sau |G| = |A| + 1.

9.55. Fie A, B, C subgrupuri ale unui grup G.

Sé se demonstreze ca :

(i) Daca A<B, atunci |B: A|>|(CnB) : (CnA) |;

(i) |G:(AnNB)|<|G:A||G:B];

(i) [(AvB):B| 2|A:(AnB)|.

Suplimentar, dacd | G : A | si | G : B | sunt finite §i prime intre ele sa se arate ca :
iv)|G:(AmB) |=|G:A||G:B];

(v) Daca 1n plus G este finit, atunci G = AB.

9.56. Sa se demonstreze ca pentru n > 3, D, are un singur subgrup de ordin n.
9.57. Fie n > 3. Sa se demonstreze ca dacd n este impar, atunci |Z(D,)| = 1 iar daca

n este par, atunci | Z(D,) | = 2.

Capitolul 10 : Complemente de algebra liniara

10.1. Fie AeM,(C) iar 4 matricea ce se obtine din A inlocuind fiecare element
prin conjugatul sdu. Sa se demonstreze ca:

(i) det()=det(4) ;
(ii) det(d4- 4) =|det(4)|* >0;
(iii) Dacd A, BEM,(R) si AB=BA, atunci det(A*+B*)=0;
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(iv) Dacid A€M, (R), atunci det(A*+1, )=0.

b
10.2. Fie A= [a dJ €M, (C). Sa se arate ca :
C

(i) A verifica ecuatia matriceald X*-(a+d)X+det(A)L, = Oy;
(i) Daca existd k=2 astfel incat A*= 0, si A=0, atunci A>= O,.

b

10.3. Si se determine A= (Cl’ ] EM,(Z) astfel incat det(A>-A%) = 1.
Cc

10.4. Fie n€EN, n>3. Sa se determine XEM,(R) astfel incat:

Xn+Xn—2: 1 _1
-1 1)

10.5. Fie AEM,(R) cu proprietatea ci A> = I,. Si se demonstreze ci pentru orice
XeM,(R), exista Y, ZEM,(R) unice astfel incat X =Y +Z, AY =Y si AZ=-Z.

(L. Panaitopol)

10.6. Fie A, BEM,(R) (n>2) astfel incat A*+B* = O,,.
Sa se demonstreze ca :

(i) Daci n = 4k cu k€N, atunci det(AB-BA)=>0;
(ii) Daca n = 4k+2 cu k€N, atunci det(AB-BA)<0;
(iii) Dacd n = 4k+1 sau 4k+3 cu k€N, atunci det(AB-BA) = 0.

10.7. Fie A, BEM,(R). Si se arate ca daca ABAB = O,, atunci BABA = O..

Este rezultatul adevarat in M3(R)?

10.8. Fie A, BEM,(C) si acC.

Sa se arate ca :

(1) tr(A£B) = tr(A) * tr(B);

(i1) tr(aA) = atr(A);

(iii) tr(AB) = tr(BA);

(iv) Daca UEM,(C) este inversabild, atunci tr(UAU™) = tr(A)
(pentru AEM,(C) prin tr(A) am notat suma elementelor lui A de pe diagonala principald;
tr(A) poartd numele de urma lui A).

10.9. Daci A, BEM,(C) si A+B = AB, atunci AB = BA.
(L. Panaitopol)

a b ¢
10.10. Fie A= |b ¢ a|EM;(O).
c a b

(i) Calculand in doud moduri det(A) sa se deduca egalitatea:
a’+b*+c’-3abe = (atb+c)( a>+b*+c’-ab-be-ca);
(i) Utilizand (i) si se deduca faptul ca produsul a doud numere de forma a’+b’+c’-

-3abc (cu a, b, cE7Z) este de aceeasi forma.
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10.11. Fiea, b, c,a’,b’, ¢’ €C.
(i) Sa se demonstreze ca
a b | a 1l ¢

¢ a l=—p 1 a=a®>+b>+c? —ab—ac—bc;
b ¢ 1 c 1 b
(i1) Utilizand (i) sa se deduca identitatea:
(@®>+b>+c® —ab—ac—be)a'* +b? +c'* —a'b' —a'c' —b'c') =
= A’+B*+C* ~AB-AC-BC,
unde A = aa’+bc’+cb’, B =ac’+bb’+ca’, C = ab’+ba’+cc’.

10.12. Fie AeM,,(C), BEM,, ,(C) si CeM,(O).
Sa se demonstreze ca

d AB—dAdC
et O C—et( ) - det(C)

(unde O, EM,, 1n(C) este matricea cu toate elementele egale cu zero).

10.13. Fie A, B, CeM,(O).
Sa se demonstreze ca

de O 1y detcay-d
ef 5 o |= D" det(4) detd).

10.14. Fie A, BEM,(C). Sa se demonstreze ca

A -B )
det( j =|det(4+iB)|" .
B A

a -b —-c —-d

b —-d

10.15. Fie M = ¢ © leMy ().
c d a -b
d —-c b a

Sa se demonstreze cd det(M) = ( a*+b*+c*+d* ).

10.16. Fie X1, X2, X3, X4€(C sl
X, X, X3 X4

_ Xy —X — Xy X3
A(Xla X2, X3, X4) -
X3 X4 —x —X,
X4 —X3 Xy - X

(i) Si se arate cd det A(X,, X,, X3, Xg) = (x{ +x7 +x7 +x2)°%;

(ii) Daca mai avem yy, y», y3, y4€C, atunci
A(Xy, X2, X3, X4) * A(Y 1, Y2, Y3, Ya) = A(2Z1, 22, 23, 24),

cu Z; = X1y1 T Xoy2 + X3y3 + Xay4

Zy = X1Y2 - X2¥1 T X34 - X4Y3

73 = X1Y3 - X2¥4 - X3Y1 T X4Y2

Zy = X1Ya 1 X2Y3 - X3Y2 - XaY1;
(iii) Sa se deduca din (ii) identitatea lui Euler :

(X +X3 +x3 +x5) (0 +93 +y3 +y3) =z +23 +23 +75.
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10.17. Dacd a, b, ¢, deC, atunci

011 a
. 0 1
@ 1 10 ¢
a b ¢ d
-11 1 1 a
1 -1 1 1 b
@ (1 1 -1 1 ¢
1 1 -1 d
a b ¢ d 0

ap

aip e A 1 ap,

app

b = a’+b*+c-2ab-2bc-2ac+2d;

a

= -4[a’+b*+c’+d*-2(ab+act+ad+be+bd +cd)].

(unde a;€C).

(Chio)

10.19. Fie A,, A,,..., A, multimi finite. Notdm cu a; numadrul de elemente ale

multimii A;NA;, i, j=1, ..., n. Dacd A este matricea (a;),; ;<, sa se arate ca det(A)=0.

(C. Nastasescu)

10.20. Fie (a; ), j<, o matrice de ordinul n, definitd astfel: a; = max(i, j), oricare

arfii,j=1,2, ..., n. Sa se calculeze det(A).

10.21. Fie (a; ), j, © matrice de ordinul n, definita astfel: a; = min(j, j), oricare

arfii,j=1,2, ..., n. Sa se calculeze det(A).

10.22. Fie (a;), j<, 0 matrice de ordinul n, definitd astfel: a; = | i-j |, oricare ar fi

i,j=1, 2, ..., n. Sa se calculeze det(A).

10.23. Fie A o matrice patratica de ordinul 3, ale carei elemente sunt —1 si +1.

Sa se arate ca:
(1) det(A) este un numar par;

(i1) Sa se determine valoarea maxima (respectiv minima) pe care o poate lua det(A).

10.24. Fie A o matrice patratica de ordinul 3, ale carei elemente sunt 0 si 1.

Sa se determine valoarea maxima pe care o poate lua det(A).

10.25. Fie (a;)<; j<, © matrice de ordinul n astfel incat aje{-1, +1}, oricare ar fi i,

j=L2,...,n

Si se arate ca det(A) este un numar intreg multiplu de 2™

(OM - C. Nastasescu, E. Piltaneca)

10.26. Sa se calculeze valoarea maxima (respectiv minimd) a determinantilor de
ordinul 4 ale caror elemente sunt —1 si +1.
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10.27. Sa se rezolve in M,(C) ecuatia X“=(4 6] (n=2).

10.28. Fie AEM,(C) inversabili. Sa se demonstreze cd (A)'=(A™).

10.29. Daci A€M, (C) este inversabili si simetrica, atunci si A este simetrica.

10.30. Fie A€M, (C) pentru care existd kEN, k>2, astfel incat A* = O,.
Si se demonstreze ¢a det(L+A+.. +A*") =1,

10.31. O matrice AEM,(C) se zice involutivi daci A* =, si idempotentd daca A* =
=A. Sa se demonstreze ca:
(i) Daca A este idempotenta atunci 2A-I, este involutiva;

(i) Daca A este involutiva atunci %(A +1,) este idempotenta.

10.32. Fie AEM;(R) ce are elementele de pe diagonala principala egale cu % iar

suma elementelor de pe fiecare linie si fiecare coloand egala cu 1.
Sa se arate ca det (A) > 0.
(M. Bencze)

10.33. Fie AeM,(R) si XeM,(R) ce are toate elementele egale. Sa se arate ca

det (A+X)-det(A-X) < det’(A).
(M. Dadarlat)

10.34. Dacd A, BEM,(C), atunci
() det (A+B)+det(A-B) = 2[det(A)+det(B)].

Reciproc, daca avem n>2 astfel incat (%) este verificatd pentru orice A, BEM,(C),
atuncin = 2.
(D. Busneag)

b
10.35. Fie A=[“ dj EM,(C) cu a#d, b#c, b+0, c=0.
Cc

a, b
Sa se demonstreze cd, dacd pentru numarul natural n>1 notim A" =( " d”],
c

. b, ¢ a, —d .
atunci —+=-—"=—"—™""pentru orice n>1.
b ¢ a—d

(M. Dadarlat)

35
10.36. Fie matricea A=(6 IO]' Sa se demonstreze cd pentru orice n>2 exista

matricele X, Y EM,(C) nenule, distincte si astfel incat A =X"+Y"
(D. Busneag)

10.37. Fie AEM,(R) astfel incat A*= A+1,,.

Sa se demonstreze ca det(A)>0.
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10.38. Fie n€N, n>2 si AEM,(R) astfel incat pentru un kEN" si avem A*= A+1,.
Sa se demonstreze ca:
(i) Pentru k impar avem det(A) > 0;
(i1) Pentru k par si n impar concluzia de la punctul (i) nu mai este neaparat
adevarata.
(D. Busneag)

10.39. Sa se demonstreze ca, dacd A, B, CEM,(R), iar aceste matrice comuta intre
ele, atunci det(A’+B*+C*-AB-BC-CA)=0.

10.40. Fie A, BEM,(R) astfel incat det(AB+BA)=<0.

Si se arate ca det(A*+B*)=0.
(OM-C. Mortici)

10.41. Daca A, BEM,(O) si aeC, atunci det(al,+AB) = det(al,+BA), iar apoi sa se
deduca faptul ¢ dacda PEC[X], atunci det P(AB) = det P(BA).

10.42. Fie BEM,(R) astfel incat B> = O,. Aritati ci pentru orice AEM,(R) au loc
inegalitatile: det(AB+BA)>-1 si det(AB-BA)<1.

10.43. Fie A, BEM,(R). Sa se calculeze det(A) stiind ca sunt indeplinite conditiile:
(i) det(A+ B) +det(4 — C) B) + det(A+ C2B) + ...+ det(A + (~1)" C"'B) =0
(ii) det(B*+1,) = 0.

10.44. Fie AEM,(R). Arétati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) exista pEN" astfel incit AP = O,;

. N osb  1+sinb
(ii) exista a, beR astfel incat A = a( €08 st J

—1+sinb —cosh

10.45. Fie A, B, CeM,(C), B fiind inversabila.

Sa se demonstreze cd urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) ABC=AB + BC;

(ii) CB'A=CB" + B"A.

10.46. Fie AEM,(R), A#AL, pentru orice AER. Si se arate ci ecuatia X ' - X '= A
admite solutii XEM,(R) daci si numai daci existi p€R-{2) astfel incat A*+I,=pA.

10.47. Fie AEM,(R) cu det(A) = d # 0, astfel incat det(A+dA”) = 0.
Si se arate ci det(A-dA") = 4.

b
10.48. Fie A=[a d] EMy(R) cu at+d >2.
C

Si se arate ci oricare ar finEN’, A"#1,.
(OM-L. Panaitopol, I. Tomescu)
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10.49. Fie A, B, CEM,(R), matrice care comutd doud cite doud, astfel incat
numerele det(A), det(B), det(C) sunt nenule si nu au toate acelasi semn.
Si se demonstreze ca det(A*+B*+C?) > 0.
(D. Busneag)

10.50. Fie AEM,(R), A+0, cu proprietatea ca existi a€R" astfel incat A+A'=al,.

Si se arate cd oricare ar fi mEZ existi bER (care depinde de m) astfel incat A™+(A)"=bl,.

10.51. Fie matricele nenule Ay, Aj, ...,A,EM,(R), n>2 cu proprietatile: Ay#al,,
a€R si AgAx= A Ay, pentru orice KE{1, ..., n}.
Sa se arate ca:

(i) det[fA,szo;
k=1

n n
(i1) Daca det[z A,fj =0 si A,#aA,, pentru orice a€R, atunci Y 47 =0, .
k=1 k=1

(OM-V. Pop)

10.52. Sa se arate ca pentru orice AEM,(C) exista CEM,(C) cu proprietatea A=

=C -A'-C" si sa se determine toate matricele C €M,(C) care au aceastd proprietate.

10.53. Fie A€M, (Q)astfel incat det(A4+4/21,)=0.

Sa se demonstreze ca:
det(A-1,) = det(A) + (det(A+1,))".

10.54. Se considera multimea matricelor

a, a, ay .. a,
a, a, da, .. a,,
M=34:4eM,(C), A=|a,., a, a; .. a,,
a, az a; .. a

si BEM,(C). Sa se arate cd AB = BA, oricare ar fi AEM daci si numai daci BEM.
(OM - L. Panaitopol)

10.55. Sd se arate cd daci A, BEM,(C) sunt doud matrice inversabile cu

proprietatea ¢ AB + BA = O, si existd a, b, ¢, deC astfel incét al,+bA+cB+dAB = O,
atuncia=b=c=d=0.

10.56. Fie nEN, n>2. Pentru orice matrice AEM,(C), notim cu m(A) numarul
tuturor minorilor sdi nenuli.
Sa se arate ca:

(i) m(I,) = 2°-1;

(ii) dacd A€M, (C) este nesingulara, atunci m(A)> 2"-1.
(OM - M. Ghergu)

10.57. Fie A, BEM,(R), asemenea in M,(C) (adicd existd o matrice inversabili

PeM,(C) astfel incat AP =PB). Sa se demonstreze ¢ A si B sunt asemenea si in M,,(R).
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10.58. (i) Fie r, s numere relativ prime, impare si A, BEM,(C) astfel incét
AB=BA,A'=1,5iB'=1,.
Sé se arate ca matricea A + B este nesingulara.
(OM — M. Becheanu)

(ii) Fie matricele A, BEM,(C), care verifica relatiile:
AB=BA, A" =1, B"" =1,
Sa se arate ca matricea A + B + I, este inversabila.
(C. P. Niculescu)

10.59. Fie A un inel comutativ unitar si n€N, n>2. Notam
GL,(A) = {(MEeM,(A) : det(M) este un element inversabil in A}
SL.(A) = { MEM,(A) : det(M) = 1} (vezi si exercitiul 9.50.).
Sa se demonstreze ca:

11 10
(i) Daca U, VEM,(Z), U:(O J, V= [1 J , atunci UVESL,(Z) si pentru orice

MESL,(Z) existd matricele Ty, ..., T.,€{U, V} si numerele t;, ..., t.€Z astfel incat
M=T"-..-T ;
-1 0
(i1) Daca mai consideram si WEM,(Z), W:( 0 1] , atunci WEGL,(Z) si pentru

orice MEGL,(Z) existd matricele Ry, ..., Rae{U, V, W} si numerele 1y, ..., 1,€Z astfel
incdt M =R/ -...-R} .

s

1 -1 2
10.60. Fie AEM; 5(C), BEM, 5(C) astfel incat AB={0 0 2.
0 0 2

Sa se calculeze det(BA).
(OM-Gh. Eckstein)

10.61. Demonstrati cd dacd n-1 linii ale unui determinant D de ordin n>4 au
elementele in progresie aritmetica, atunci D = 0.

10.62. Fie p si q doua numere reale astfel incat p>-4q < 0. Si se arate ca daci n este

un numar natural impar i AEM,(R), atunci A2+pA+qIn *+ O,.
(OM - T. Andreescu, 1. D. Ion)

10.63. Fie A€M, (R) o matrice astfel incat A"= oA, unde aER, a==+1.
Sa se arate ca matricea B = A+, este inversabila.
(OM - C. Cocea)

10.64. Fie x;, X5, ..., x,€R distincte doud cate doua astfel 1ncét

X| + Xy ot X, :% . Se defineste matricea AeM,(O), A=(awp)i<kp<n, unde

ay

p = 008(x; —kx,)+isin(x, —kx,), k, pe{l, ..., n}.

Sa se arate ca det(A)ER daca si numai daci n este impar.

132



10.65. Fie A, BEM\(R) cu AB =BA. Si se arate ci det(A+B)=>0 dacd si numai
daca det(A™+B") > 0, oricare ar fi nEN".

10.66. Sa se determine matricele AEM,(C) cu proprietatea (AN =A.
(OM - M. Piticari)

10.67. Sa se arate cd produsul a doud matrice simetrice este o matrice simetrica
dacd si numai daca matricele comuta.

10.68. O matrice A = (a;) €M,(C) se numeste ortogonald dacd A-A'= 1,
Arétati ca pentru ca o matrice patratica sa fie ortogonala este necesar si suficient ca
sa aiba loc una dintre urmatoarele relatii:

n
a) Yayay =9, ,pentru orice 1 <i, j<n
P i

n
b) Yaay =95, pentru orice 1 <i, j<n.
k=l

10.69. Fie P = apta, X+...+a,X"€(C[X] ( n > 1) pentru care existd x,, ..., X, EC

diferite doud céte doua astfel incat P (x;) = ... = P (Xo11) =0, (P fiind functia polinomiala
atasata lui P).
Sasearatecaay,=a; =..=a,=0.

I
10.70. Sa se demonstreze ci dacd PER[X], grad(P) =n si [x*P(x)dx=0,0<k<n,
0

atunci P=0.
Sa se deduca de aici ca:
oL 1
2 3 n+l1
L | !
2 3 4 n+2|%0-
o o T W
n+l n+2 n+3 7 2n+l

10.71. Sa se demonstreze cid daca a, b, cEZ, atunci sistemul

1
—x=ax+by+cz
2
1
Eyzcx+ay+bz

1
Ezsz+cy+az

admite numai solutia banala x =y=z=0.

10.72. Daca a, b, ¢, d€R nu sunt toate nule, atunci sistemul
ax+by+cz+dt=0
bx—ay+dz—ct=0
ex—dy—az+bt=0
dx+cy—bz—at=0

admite numai solutia banala.
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10.73. Fie a,, a,, ..., a, numere reale distincte doud cate doud (nEN, n>2) si fie

1 a af .. af

matricea A=|. . . .. . |. Dacd notim cu A; matricea care se obtine din A
2 n
1 a, a, .. a,

suprimand coloana ce contine puterile de ordin j ale lui ay, a,, ..., a, GE{O0, ..., n}), sd se

demonstreze ca, det(Aj) = Y. a,a,..a,_; [l(a; —a,),pentruoricej=0, ..., n.

1<k<I<n

J
(D. Busneag)

10.74. Fie numerele reale A, a;, b;, ¢;, (1 = 1, 2, 3) astfel incat
317»2+ bl)\. +c = az)\.z +b2)\. +c = 33)\.2+ b3)\. +c3.
Sa se arate ca:
1 a clz 1 b |l a b
1 a, ¢ =1 by cy|-|l a, byl .

1 a3 c; 1 by o3| 1 a; by

10.75. (i) Fie AEM,(R). Si se arate ci daci AA'= O,, atunci A = O,;
(i) Fie A, B, CEM,(R). Si se arate ci daci BAA'= CAA', atunci BA = CA;
(iii) Fie AEM,, »(R) cu proprietatea ca existda A’€M, ,(R) astfel incat AA’A = A.

Sa se arate cd ecuatia matriceald AX = B, unde BEM,, ;(R) este compatibild daca
si numai daca AA'B = B. In acest caz sa se arate ca multimea solutiilor ecuatiei considerate
este:

{A'B+Y-A'AY : YEM, 1(R)}.
(OM - E. Popa)

10.76. Sa se arate ca:

(i) Daca AeM,(C) este singulard (det(A) = 0), atunci exista BEM,(C), nenula,
astfel incat AB = BA=O,;

(i) O matrice AEM,(C) este singulara dacd si numai daca existd o matrice

BEM,(C), nenul, astfel incat pentru orice pEN", (A+B)’= AP + BF.
(OM - 1. Savu)

10.77. Sa se determine vectorii si valorile proprii ai matricelor:

@) G ;J, (i1) @ ;J, (iii) [_Oa COIJ (a=+0),

1 0 2 -1
25 -6 01 4 -2
iv)[4 6 -9, (v -
(iv) ()2—101
36 -8
2 -1 -1 2

10.78. Fie AeM,(C) o matrice ale cirei valori proprii sunt A,, ..., A,. Fie, de

asemenea, feC[X], f= aoX*+ a, X! + L+ a X+ a si notam f(A) = apA* + a, AN+, +
+ak_1A + akIn.
Sa se arate ca det(f(A)) = f(A;)...f(\y).

10.79. Fie AeM,(C) o matrice ale carei valori proprii le presupunem cunoscute.
Sa se determine valorile proprii ale matricelor:
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(i) A" (dac exista);

(ii) A%

(iif) A* (keN");

(iv) a,A* +a, A" +.. + a A + ald,, unde a, ay, ..., a,€C.

2 1 *
10.80. Fie A = (1 2] eM,(C). Sa se calculeze A* (k€N") folosind vectori si

valori proprii.

10.81. Fie Aj, ..., AnEM,(R). Sa se demonstreze ca det(4{ 4, +...+ A, 4,,)=0.

Si se deduci de aici ci dacd A, ..., A, sunt simetrice, atunci det(A4> +..+ 42)>0.
(OM - M. Cavachi)

10.82. Fie AeM,(C), n > 2. Sa se demonstreze ca det(A+B) = det(A) + det(B)

pentru orice BEM,(C) pentru care AB = BA, daci si numai daca A" = O,
(D. Busneag)

10.83. Fie AEM,(Q). Si se demonstreze ci det(2A*-90A+131,) =0 daci si numai
dacd 2A%-90A+131, = O,. Raméane adevirati afirmatia dacd AEM,(R)?

10.84. Fie ac(0, 1) N Q si matricea AEM,(Z), n > 2. Sa se determine matricea
XeM, 1 (R) astfel incat AX = aX.

10.85. Fie I' o parte stabild a multimii My(Z) in raport cu adunarea si inmultirea
astfel incat -I,€T". Sa se arate ca:
(i) Daca UET si det(U) = =1, atunci U™ €T

(i1) Daca U&T si det(U) = 0, atunci existda VEI', V # O, astfel incat UV = VU = O,,.
(M. Ghergu)

10.86. Determinati numerele n€ N" pentru care existd A, BEM,(C) astfel incat
(AB-BA)* =1,.

10.87. Fie a,, a,, ..., a, numere naturale nenule. Dacd notdm d;j = (a;, ), 1, j = 1,..,,
n. Sa se arate ca det(d;;); j<, 2 0.

10.88. Fie A, B, C, DeM, (), A si C inversabile.

Daci A"B = C*D, pentru orice kEN, si se arate ¢i B =D.
(OM - M. Cavachi)

10.89. Si se calculeze A" unde 4= G _;J ,larn € N,

10.90. Fie 4 :(Z ﬁ] , 0, € R.Sisearate ca
a
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(@+p) +(@-B) (a+B) —(a-p)

A" = 2 2
(@+p) —(a-B) (a+pB) +(a-p)
2 2

(OM - H. Banea)

10.91. In multimea matricelor pitratice de ordinul trei cu elemente din Z
considerdm matricea

A=

—_— e O
O = =

1
0
1

Sa se arate cd pentru orice numar natural n > 1, existd numerele naturale x, si y,
astfel incat 4" =x, - A+ y, - I, I; fiind matricea unitate de ordinul trei.

n n
Sa se deducd de aicica 4" =%«(A+13)+ (_31) (215 - 4).

O = =
—_—— O

1
10.92. Fie matricea 4=|0
0

Sé se arate cd pentru orice numar natural n > 1, existd numerele intregi x, §i y,

1 xn yﬂ
astfel incdt 4" =| 0 1 x, |; sd se gaseasca relatiile de recurenta verificate de x, si y, iar
0 0 1

apoi sa se calculeze A",

10.93. Sa se demonstreze ca valoarea determinantului

sin(x + @) sin(x+ f) sin(x+y) sin(x+0)
cos(x +a) cos(x+ f) cos(x+y) cos(x+0)
a b c d

e f g h

nu depinde de x, unde a, B, v,, a, b, ¢,d, e, f, g, h, xER.

10.94. Sa se demonstreze cd x = 1 este radacina tripla pentru polinomul

1 x x* X
. 1 1 1 1
Sx)=
1 2
12 92 32 42

10.95. Fie f: [a, b]— R o functie de n ori derivabila si a = xo < x; <x,<..<X,=Db.

Atunci existd c€(a, b) astfel Incat
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Xo X X, !
=" T (x;-x).

n-1 n—1 n—1 n: 0<i<js<n

X0 X1 Xy

fx) fx) e f(x,)

10.96. Fie a,, a,, ..., a,, XER.
Sa se arate ca

X+a x X
X X+a, .. x |
X x .. X+a,

=(ayaz..a, +aya;..a, +..+aa,..a, ) )x+aya,..a, .

10.97. Sa se calculeze

X+a11 X+a12 X+aln

x+a21 x+a22 x+a2n
>

X+an1 x+an2 X+ann

unde x, a;ER, pentru orice i,j €{1, 2, ..., n}.
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Capitolul 12 : Solutiile problemelor propuse

Capitolele : 1-5

(1-5).1. Fie x =2 cQ cu p, q€Z, q#0. (putem presupune ca p si q nu sunt
q

simultan pare).

2 2
. +bpg + n . . .
Atunci ax? +bx+c = W . Cum 1n fiecare din cazurile (p, q impare) sau

q

(p par, q impar) si (p impar, q par) numarul ap® +bpq+cq’ este impar (céci prin ipotezi a, b,
¢ sunt impare) deducem ci ax*+bx+c+0 pentru orice x€Q, de unde concluzia.

(1-5).2. Presupunem prin absurd ca existd 7 i €Q, 1<i<n astfel incit orice

q;

xE€Q sa se scrie sub forma x = x;r;+...+ x,1, cu x;€Z, 1<i<n (evident p; , qi €Z si q;#0,
1<i<n).

in mod evident nu este posibil ca pentru orice 1<i<n, r;€Z (cici atunci putem
alege x€Q\Z si nu vor exista x, ..., X,EZ astfel incat x = x;r;+...+ x,1, ).

Astfel, scriind 7, = Pi cu (pi » qi) = 1 exista indici 1 astfel incat 1<i<n si qi#=1.

1

Sa alegem q€7 astfel incit q tq;...q.. Alegind x -1 ar trebui sa existe xg, ... ,
q

N | 1
X, EZ astfel incat —= xr;+...+x,1, & — = i

q q9 419y

(cu ¢ €Z*) & ¢q,-....q, =a-q, de unde
ar trebui ca q |q;...q, - absurd.

(1-5).3. Sa aratam la inceput ci [a, b]NQ= .

Fie m= ! +1> ! ; deci m(b—a)> ! (b—a)=1, de unde mb-ma>1, adica
b—a b—a b—a

mb>ma-+1.
Deci mb>[mb]>ma. Notand [mb] =k avem cd mb>k>ma.

Astfel, ma<k<mb, de unde a < L3 <b, deci k €[a, b]NQ.
m m

S& demonstrim acum ca si [a, b]NI= .
Pentru aceasta fie s€(a, b)NQ si re(a, s)NQ. Atunci (r, s)C(a, b) cur, s €Q si

pentru orice m, n €Z avem 22 el Daca £ €(0, s-r)NQ atunci O<2L\/5 <s—-r i
n q q

2£x/5 €l. Cum reQ, r+2£\/5 €(r, s)NI si cum (r, s)C(a, b) deducem ca r+2ﬁﬁ E(a,
q q q
b)NI, adica (a, b)NI=D.

(1-5).4. A=(2k-1)*-4k(k-2)=4k>-4k+1-4k’+8k=4k+1.
1-2k +4k +1

Pentru ca radacinile x, , = — €Q trebuie ca 4k+1=n?, cu n€Z.
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Scriind ¢ n=2p+1 cu pEZ obtinem ca 4k+1=(2p+1)*=4p>+4p+1, de unde k=p*+p
cup€e”s.

(1-5).5. Daca x=+a+Jb+Jec€Q, atunci x-+va=+b+vJc, de unde
x> —2xJa+a=b+c+2bc egalitate pe care o scriem sub forma « —2xva =2be (cu
a =x>+a-b-c €Q). Ridicand din nou la patrat deducem ca a? +4ax” - 4a -xvJa =4bc .

Dacd «-x # 0, atunci in mod evident va €Q.

Dacda a-x=0, atunci a =0 sau x=0.

Daci x=0 atunci Va = b =+c =0€Q.

Dacid « =0, atunci x> = - atb+c sau a+b+c+2Jab +2Jac + 24/bc =—a+b+c
& 2a+2+4ab +2be +24ca =0 , de unde a=ab=bc=ac=0.

Daci b=0, (cum a=0) deducem ci x =+/c €Q.

Daci c=0 atunci Ve =0 €Q.

In toate cazurile am ajuns la concluzia ca Va ++b €Q. Notind din nou
y=va+Jb €Q deducem ci y-Ja=+b deci y*-2yJa+a=b, de unde
2y\/7 = y2 +a-b.

Daca y#0 atunci din nou va €Q si deducem imediat ¢ si Vb €Q pe cand daca
y=0, atunci va =b =0€Q.

Observatie. Procedand inductiv dupd n deducem ca daci a,, ..., a,

\/Z+...+\/Z €Q (ay, ..., a;>0), atunci \/;,E,...,@ €Q, pentru orice n€N’.

(1-5).6. Dacd q = 0 sau +» €Q concluzia este clara.

Sa presupunem ci q#0 si Vr €Q.

Daca prin absurd Y2 = p +qﬁ atunci 2= p°® +3q2pr+\ﬁ(3qp2 +q3r), de unde
p*+3¢°pr =2 si 3qp’+q’r=0.

Din 3qp*+q’r=0 =q(3p*+q’r)=0 si cum q=#0 deducem ci 3p*+q’r=0, adici p=r=0 si
atunci obtinem contradictiile: 0=2 si v €Q.

(1-5).7. Avem de gasit solutiile (a, b)eQ? pentru care 5a’-3a+16=b".
Observam ca o solutie particulara este (0, 4).
Fie a=a, si b=b,+4. Inlocuind obtinem ca 5a? —b7 —3a, —8b, =0.

Pentru (a;, b;)#(0, 0) avem b =" cu (m, n)=1.
a n

3n? +8mn

5n% —m?

S . m . - . -
Inlocuind b, = —a, obtinem q, = astfel cd multimea ceruta este
n

_ 3n? +8mn

{acQ:a _W,m, n €Z, (m, n)=1 }.

(1-5).8.  Scriem egalitatea (%) a+b-3p +c~3ﬂp2 =0 sub forma
b-3fp+c-ip*=-a. Inmultind ambii membri ai lui (x) cu 3/p obtinem

a-3p+b-3p* =—cp, de unde sistemul
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b-3p+cip? =-a
a-3p+b-3p*=-cp

Inmultind prima ecuatie a lui (* *) cu —b iar pe a doua cu c, prin adunare obtinem

(x*)

3\/; ~(ac—b2)= ab—c?p, de unde ac=b* si ab=c’p. Atunci abc=c’p, adica b’=c’p, de unde

< a < b - . . .
b=c=0 (caci in caz contrar am deduce cd {/p =— €Q - absurd). Rezulta imediat ca si a=0.
C

(1-5).9. ([2]) Pana la n=4 se demonstreaza usor prin reducere la absurd, ridicand de
citeva ori la patrat ambii membri (grupati in mod convenabil). In cazul general, vom face o
demonstratie prin inductie dupa numarul factorilor primi diferiti p;, pa, .., p; care divid pe
cel putin unul dintre numerele a;. Este util sd se demonstreze prin inductie o afirmatie mai
tare:

Exista numere intregi ¢y, dy, ..., Ce, d., astfel incat d;#0, ¢;>1, toti divizorii primi ai
numerelor ¢; fac parte dintre py, ...,p, $i produsul (dl\/Z+...+d€,/ce Xbl,/a1 +...+bn,/an)

este un numar intreg nenul.

Vomnota S=byfa, +...+b, Ja, si S'=d Je, +..+d, e, .

Dacd r=1, atunci S are forma bl\/pi1 +byA1 i se poate lua
S’=b,\/p, —b,, atunci SS'=b2p, —b3 *0.

Presupunem acum cd r>2 si cd afirmatia noastrd este adevdratd pentru toate
valorile mai mici decat r.

Vom nota prin S;, ..., Sz sumele de forma ﬂl\/a71+...+[>’mm, unde B; sunt
numere intregi, o; sunt numere intregi pozitive libere de patrate, cu divizorii primi cuprinsi
intre py, p2, ---> Pr1> S1, ---, Sg dacd nu se precizeaza contrariul, se pot egala cu 0.

Suma S poate fi scrisa sub forma S =S, +S2\/; , unde S,#0. Dupa presupunerea
de inductie existd o astfel de suma S, astfel Incat f=S;S, este un numar intreg nenul.
Produsul S;S are forma §;5 = SZS+f\/;= Sy +f+p, ,cu f*0.

Riamane de demonstrat ¢ S5 = (S35, — /- S34/p, )S =53 - f2p, #0.

Daca S,=0, atunci este evident. Presupunem ca S;#0. Fie S,= ,Bl\/ail +..+ B, m ;
dacd m=1, atunci S, = ,BH/Z; Atunci S} - f?p, = fla, - f*p, #0 (Intr-adevar, la, se
divide printr-o putere pari a lui p,, iar f°p, printr-una impara).

Daca m>1, atunci S, poate fi scrisa sub forma S, =S, +S,+/p , unde p este unul
dintre numerele prime pi, P2, ..., Pr1, S¢37#0 si numerele de sub semnul radicalului din
sumele S¢S; nu se divid prin p. Atunci S5=SZ+SZp—f*p, +256S7\/; #0 datorita

ipotezei de inductie, pentru cd 2S4S,+0.
Din nou din ipoteza de inductie se gaseste un Sq astfel incat SsSs este un numar
nenul g. Vom lua S'=5¢(S5;5, — /- S5+4/p, ) . Atunci SS'= S5Sg=g.

Observatie. In particular, dacd b; sunt numere rationale oarecare si a; numere
naturale diferite doud cate doud, mai mari decét 1 si libere de patrate (i=1, 2, ..., n ; n>1),

atunci numarul b,,/a; +..+b,,/a, este irational.

n

(1-5).10. Din J7-250 deducem ci 7n*-m*>0, adica 7n*-m’>1.
n

Sa aratim de exemplu ca egalititile 7n°-m’=1, 2 sunt imposibile.
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Si presupunem prin absurd ci egalitatea 7n’-m’=1 este posibili. Obtinem ca
Tn’=m’+1.

Daci m=0 (mod 7) =m’+1=1 (mod 7), absurd.
Daci m=1 (mod 7) =m’+1=2 (mod 7), absurd.
Dacd m=2 (mod 7) =m’+1=5 (mod 7), absurd.
Daci m=3 (mod 7) =m’+1=3 (mod 7), absurd.
Dacid m=4 (mod 7) =m’+1=3 (mod 7), absurd.
Daci m=5 (mod 7) =m*+1=5 (mod 7), absurd.

Daci m=6 (mod 7) =m’+1=2 (mod 7), absurd.
Sa presupunem ci si egalitatea 7n°-m’=2 este posibila, adica 7n*=m’+2.
Daci m=0 (mod 7) =m’*+2=2 (mod 7), absurd.
Daci m=1 (mod 7) =m*+2=3 (mod 7), absurd.
Daci m=2 (mod 7) =m*+2=6 (mod 7), absurd.
Dacid m=3 (mod 7) =m*+2=4 (mod 7), absurd.
Daci m=4 (mod 7) =m’*+2=4 (mod 7), absurd.
Daci m=5 (mod 7) =m*+2=6 (mod 7), absurd.
Daci m=6 (mod 7) =m*+2=3 (mod 7), absurd.
3+m?

[ 2
> , adica ﬁ23+7m

n n

5 . 2.2
In concluzie 7n"-m°>3, de unde 7 >

Este suficient sd demonstram ca

/ 2 / 2 2 2
3+m L m 1 - 3+m Sm +1<:> /3+m22m +1

P
<:>m2(3+m2)2(m2 +1) o
n n mn n mn m

m*+3m? > m*+2m’*+1 <m? >1, ceea ce este adevirat.

Deci 7 2ﬂ+L dar cum 7 €R\Q iar ﬁ+L €Q deducem inegalitatea
n mn n mn

strictd din enunt.

(1-5).11. Stim ca 2"°¢2° =9, de unde V2'¢*° =3 < (\E)“’g ¥ _3eN.
Putem alege deci a =~/2 €Isi b=1log,9 €L

(1-5).12. Avem

1 1 1 1 1 1 1 1 1
I——+———+..+ —— ||ttt =
2 3 4 2n—-1 2n 2 3 4 n
1y 1 (1 1 1 1 1
=1+ l=—=|+=+| == |+...+ + ===
2) 3 \2 4 2n-1 (n 2n

1 1 1 1 1 1
=l l+—+-+..+— |+ + +o+t—1,
2 3 n n+l n+2 2n

de unde egalitatea din enunt.

(1-5).13. Cum abc=1, putem alege a= ,bzz,c=i cux,y z>0 s
z X

X
y
inegalitatea rezulta imediat prin calcul.

(1-5).14. Fie * + b _k cukeN. Atunci a*+b’=kab < a’+b-kab=0.
a
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Cum A = K’b*-4b’=b*(k>-4), pentru ca aEN trebuie ca expresia k’-4 si fie patrat perfect,
adicd k*-4=s’ (cus€7) < k*-s'=4 < (k-s)(kt+s)=4<=

(1Y k-s=-4 sau (2) Jk-s=-2 sau (3) Jk-s=4  sau
k+s=-1 k+s=-2 k+s=1

(4)] k-s=2 sau (5)J k-s=-1 sau (6) J k-s=1
k+s=2 k+s=-4 k+s=4 .
in cazurile (1), (3), (5) si (6) obtinem ¢ k = —% &N sau k =§ &N,

In cazul (2) obtinem k = -2 &N iar in cazul (4) obtinem k =2 €N.
Decis=0sik=2. Atunci a’+b”*=2ab < (a-b)’=0 < a=b.

(1-5).15. Fie x = V2433 si sa presupunem prin absurd ca x€Q.".
3

3_5 €Q - absurd !.

X

Atuncix® =5+3-36 -x, de unde am deduce ci 36 =~

(1-5).16. Fie a == Cum z-z=|4’ =1 §i z'-z'=
1+zz

’

1
z

=
> =1 deducem cd z=— si
z

1 1
- 1 - z+z ST z+z
Z'=—,astfelcd g=———==22
z I+z-2' RS
!

=——=a,deunde aER.
1+ zz'+1
zz

. zZ1+z Zr +2z7 ) \2, +Z
(1-5).17.Flea=(1 2)(2 3) (n l)'
Zy et Zy,
— 2 — 2
Cum z; -z; = \zi\ = rz, pentru orice 1 <i<n, deducem cd z; = —, pentru orice 1 <i<n.
z

i

Astfel
2022 2 S22
N\ — —\ | e
;_(ZI+ZZXZZ+Z3)..(Z,I+ZI)_ Z1 22 \%2 23 I A1) _
A S
Z] Zy
1 1 1 1 1 1
— | — || —+— ( L )
z z z z Zy z + n+
=~ it LA 3 R e i B =a ,deunde aeR.
1 zy..2,
Zr - Zp

(1-5).18. Sa aratam la inceput cd Di={z€C : |z|<]} M. Cum [x1[=1 =-1, 1€M,

adicd 0=(-1)*+1&M. Fie acum z&C astfel incat 0<|z|<l. Consideram in planul raportat la
sistemul de axe x0y cercul de centru O si razd | si punctul A de afix z situat in interiorul
cercului :
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»
>

%
'
v

B,

Fig. 2
Daca B este mijlocul lui OA, atunci B are afixul g . Perpendiculara in B pe OA taie
cercul in B, si B,. Dacd B; are afixul z;, i=1, 2, atunci z=z,+z, (cdci in Fig. 2, OB,;AB;
este romb).
Cum |z, |=|z,[=1 = z;, ZEM. Atunci z=z,+7,EM, adicd Dy&SM.
Sa aratam acum cd si coroana circulard D;={z€C : 1<|z|<2} SM.

z

Pentru z€Dy, 1<|z|<2, deci 5 <1, adica % € DySM, deci g EM.

Cum z = 2«% iar % €M, deducem cd z€M, adica D;SM.

Analog se demonstreazi ca in ipoteza D,={z€C : 2"'<|z|<2"}SM = D,,,SM

z

(caci 2"<|z|<2™" = 2" < 5 <2" :>§€Dn gM:%eM:zzlgeM).

Deci D,&M, pentru orice n€N, si cum C= D, deducem cd C=M; cum McC

n=0

deducem ca M=C.
(1-5).19. Atat (i) cat si (ii) se deduc prin calcul tindnd cont de faptul ca a’=1si
l+a+a’=0.

2

El

(1-5).20. Tinand cont cd pentru orice numar complex a € C avem a-a = ‘a
putem scrie
2 — - — — — — 2 2 _ — .
x+y]" =(x+y x+y)= (x+y)(x+y)= XXX+ )X+ 3y =[x +[y]” +xp+ yix s
analog pentru |y + z‘z si \x+z\2 .
Prin adunarea celor trei egalitati astfel obtinute deducem identitatea din enunt.

(1-5).21. Se fac calculele in partea dreapta a egalitatii din enunt.

143



(1-5).22. Vezi Corolarul 10.1.20.

Capitolul 6: Cateva principii de rezolvare a problemelor de matematica

6.1. Consideram numerele a, =11...1 cu 1 <k < n+l, adicia, =1, a, =11, a; =
Aol

k ori

=111, ... Conform principiului lui Dirichlet, existda 1 < k < t < n+l, astfel incat
a, =a,(modn) , adica a,—a, =pn, cup € N.
Astfel multiplul luin a, —a, =11...100...0 are in scrierea sa numai cifrele 0 si 1.

t—k ori k ori

6.2. (i) Printre cele sase numere ale multimii {n, n+1, n+2, n+3, n+4, n+5} exista
cel putin un multiplu de 5. Daca ar exista numai unul, partitia cerutd nu se poate face, cici
unul din produse ar avea pe 5 ca factor, iar celalalt nu. Deci trebuie sa existe doi multipli de
5, ceea ce este posibil doar pentru n si n+5, care trebuie deci sa facd parte din produse
diferite si n = M.

(i) Avem n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)>(n+5), deci cu atdt mai mult si
(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)(n+5)>5,

(ii1)) Avem n(n+1)(n+2)(n+3)>(n+4)(n+5) pentru n = 5, 10, 15, si cu atat mai mult
alte combinatii, cu n+4 la stanga.

(iv) Avem n(n+3)(n+4)<(n+1)(n+2)(n+5) si cu atat mai mult pentru alte combinatii,
cu n+1 sau n+2 la stanga.

arfi n € N.

6.3. Fie Cy, C,, ..., C, cele n cercuri inscrise Tn ABCD cu Cy de diametru dy (evident
de < 1.

.. . & .10 &2 . .
Prin ipoteza, > z-d, =10 deci —= Y d, <n sidecin = 4.
k=1 T k=1

Sa proiectam C,, C,, ..., C, pe aceiasi latura a patratului, spre exemplu pe AB.

Proiectia lui Cy pe AB este un interval Iy de lungime di. Cum fjd >3 s 0 <dg<l,
k=1

rezultd imediat ca cel putin patru dintre intervalele I, L, ..., I, de exemplu, I}, I, I3, L4, se
intersecteaza dupa un interval I de lungime pozitiva.

Atunci fiecare dreapta paraleld cu latura AD care trece printr-un punct de pe |
intersecteaza cel putin cercurile C,;, C,, C; si C, . Evident existd o infinitate de astfel de
drepte.

6.4. Evident una dintre cele doud multimi, spre exemplu A, contine cel putin doua

varfuri consecutive ale lui P. Dacd A contine trei varfuri ale lui P, atunci diam(A) >

a5

. 5 o . . o A . . .
>diam(P) = a2 > - Daca A contine numai doud varfuri consecutive ale lui P, fie ele

V| si V,, atunci B contine celelalte doua varfuri V; si V4 (vezi Fig.3). Cum M, mijlocul

segmentului V,Vy, apartine lui A sau lui B, rezultd ca diam(A) sau diam(B) > a

5
7
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V4 V;

Vi Va

Fig.3

6.5. Se imparte sfera in opt regiuni egale prin trei plane perpendiculare doua cate
doua trecand prin centru.
Conform principiului lui Dirichlet exista cel putin doud puncte in aceeasi regiune.

Evident, distanta dintre ele nu poate depasi v/2 .

6.6. Dacd doua varfuri opuse ale patratului sunt la fel colorate, problema este
rezolvata.

Fie a, b, ¢ cele trei culori.

in cazul in care doud varfuri ale patratului nu sunt colorate la fel, se analizeazi
cazurile:

(1) Nici un varf nu este colorat cu culoarea c;

(i1) Doua varfuri alaturate sunt colorate cu culoarea a, unul cu b si unul cu c;

(i) Fie A, B, C, D varfurile patratului.
Sa presupunem ca varfurile A si D sunt colorate cu culoarea a iar varfurile B si C
sunt colorate cu culoarea b (vezi Fig.4).

D M C
v

A N B
Fig.4

Alegem in acest caz punctele M si N pe DC si respectiv AB, astfel incat AN =

-

1 .
DM = 5 (patratul are latura egala cu unitatea).

Daca M este colorat cu a avem: AM = 75 >

0 | O
[V
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Daca M este colorat cu b avem: BM = \f > \/275 .
Daca N este colorat cu a avem: DN = g > @
o 5 65
Daca N este colorat cu b avem: CN = 5 > <
Daca M si N sunt colorate cu ¢ avem: MN = @ > @

8

(ii) Sa presupunem ca varfurile A si D sunt colorate cu culoarea a, varful B cu
culoarea b iar varful C cu culoarea c.

Fie N € AB, M € BC, N’ € CD astfel incit AN= —, BM = %,DN'=% )

0 | —

2

Dacéa M este colorat cu a avem: AM = Vs > % .
Daca M este colorat cu b se analizeaza situatiile In care poate fi colorat N

Daca N este colorat cu a avem: DN = \/55 .
Daca N este colorat cu b avem: MN = \/275 .
Daca N este colorat cu ¢ avem: CN = 1813 > \/275 .

Daca M este colorat cu ¢ se inlocuieste N cu N’ (vezi Fig.5).

D N’

C
°
M
®
°
A N B
Fig.5

6.7. ([42]) Se observa faptul ca locul geometric al punctelor situate la o distanta

mai micd de 1 cm de un poligon convex este un poligon cu laturile paralele poligonului dat
si la distanta 1 cm de acestea, cu varfurile rotunjite ca in Fig.6:
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Daca notam cu P; poligoanele din figurd si cu Q; cu locurile geometrice asociate,
camaisus,i=1,2, ..., 100, avem:

So, =Sp +(perimetrul lui F)-1+ 7,

deoarece coroanele se completeaza la un cerc cu raza 1 ecm. Deci, Sy <7z +2z+7=47 =

100
2,80, <4007 <400-3.2 <36°.
i-

Deci poligoanele rotunjite Q; nu pot, conform principiului lui Dirichlet, sd acopere
patratul de laturd 36 cm, dus in interiorul patratului dat, cu laturile paralele cu ale acestuia
si la distantd de 1 cm fata de ele, ca in Fig. 7. Oricare dintre punctele neacoperite poate fi
ales ca centrul cercului cerut.

36

Fig. 7

6.8. Se observa ca problema revine la a ardta cd daca benzile de latime 2 constituite

pe coardele respective acoperd cercul dat, atunci m > n. Din pacate nu putem face o
apreciere a ariei unei astfel de benzi pentru a aplica direct principiul lui Dirichlet.

Vom face urmétoarea constructie auxiliard: ducem sfera de razd n cu acelasi centru
O ca si cercul.

Taiem sfera prin doud plane perpendiculare pe planul cercului si paralele la una
dintre coarde A, Bj si la distanta 1 de aceasta (vezi Fig.8).

Ak Bk

x0O

Fig.8

Aria din sferd cuprinsa intre cele doud plane va fi Sy < 2 - 2an < 4nn. Repetand

constructia pentru k=1, 2, ..., m si aplicand principiul lui Dirichlet,
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m
4m* <Y S, <4m-m=m > n,
k=1

6.9. Orice determinant de ordinul n are n* elemente asezate astfel: n elemente pe
diagonala pricipald si C,f elemente agezate de fiecare parte a diagonalei principale.

Daci n” —n + 2 elemente sunt egale, atunci n-2 elemente difera de valoarea comuni
a celor egale. Aceste n-2 elemente pot fi repartizate in cel mult n-2 linii sau coloane. Deci
raman douad linii sau coloane identice, ceea ce implica faptul ca determinantul este nul.

6.10. Fie x;, Xy, ..., X, numerele din enunt.
Evident si 2n - x;, 2n - Xy, ..., 2n - X, au aceleasi proprietati.
Numerele X, X, ..., Xp, 211 - Xj, 20 - X, ..., 20 - X, nu pot fi toate distincte deoarece

in intervalul (0, 2n) existd numai 2n-1 numere naturale distincte. Deci exista i, j € {1, 2, ...,
n} astfel incdt a; = 2n — a;, de unde deducem ca a; =n dacd i =j, sau a; + a; = 2n daca i #j.

6.11. Se considerd q-uplurile (X, X5, ..., Xg) In care x; € Z,j =1, .., q, cu
proprietatea ‘x‘i‘ < p este ales in 2p+1 moduri.

Avem inegalitatea

apx) +apnXx, +...+aiqxq‘ﬁqp pentru un astfel de sistem de q

numere. Deci numdrul sistemelor posibile (a;x; +..+a;,x,, .., a,x +..+a ) care

X
pq—q
corespund g-uplurilor (xi, X, ..., Xq) considerate nu depaseste 2pq+1.

Cum (2pg+1)’ < (2p+1)?, deducem ca exista doud sisteme distincte (x;, x'5, ...,
X', ', x5, .., x”) de numere cu proprietitile amintite astfel incat
anX| +..+a;,x; =a;x| +..+a,x; pentrui=1,2,..,p.

Notand x; = x'; - x"’;, i1 =1, ..., q, gasim solutia sistemului pe care o cautam.

6.12. Scriind ci [a ; 1}((1” ; lj - (anﬂ +L
a a a

a™ + 1+1 :[a+lj(a" +1j—(a”1 + ! ]j
a" a a" a”

si totul rezultd facand inductie matematicd dupa neN.

j + (a"l + 31} , deducem ci
a

< - 1 1
Daca n = - m €7, cu meN avem ca a"+—n=a’”+—m€Z conform celor
a a

demonstrate anterior.

1+a, S atx

6.13. Pentru n = 1 inegalitatea devine =1, adica a; =1, ceea ce este

a; + Xy
adevarat. Presupunand inegalitatea adevaratd pentru n, vom demonstra ca ea este adevarata
si pentru n+1; aceasta revine la a arata ca
(+a)A+ay)..(I+a,)A+a,.) (@ +x)(ay +X5).(ay +%, @it + Xpi1)

2 A1Qy..Apyyy + X1 X9 X4

Din ipoteza avem ca
(I+a)d+ay)...A+a,) S (a; +x)(ay +x3)..(a, +x,)

2 aay..a, +x;x,..X,
Inmultind ambii membrii ai acestei inegalitatii cu 1+a,;; obtinem
(A+a)A+ay)..(I+a,)A+a,.)  (ar+x)(ar +25)-(a, +x,)A+ 1)
2 B aay..a, +x;x,..X, '

Este suficient sd demonstram ca
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(a; + x))ay +xp)..(a, +x,)1+a,) > (@) +x))(ay +xp).(@, + X, M@ + Xp11)

a\a,...a, + X1Xp... X, aay...a,a,. + X1Xp .o X, X4

Din enunt avem cd x;=a,>1, x,> a, >1,..., x, = a, =1, ceea ce implica a, + x,>0,
., T X, > 0.
Prin urmare inegalitatea anterioara este echivalenta cu

l+a Ayl T Xpi

n+l > P

aa,...a, + X1Xp... X, aa,...a,da,. + X1Xp .o X, X4

2
S a1ay..A,Q,00 F X X XA, 2 XXX, A, Fa1a,y..a,X, | S

2
< X1 XXy @iy (xn+l - 1) 2 a)a;...a, (xn+1 - anH) -

Aceasta ultima inegalitate este echivalentd, pentru x,+; > 1, cu

2
X1 Xp- Xy > Xn+l — At
n+l = 1
@ ay.ay Xp41 —

Dinx; = a; 21,x, = ap =1,..., X, = a, =1, a,,; =1 obtinem

2
XXy X, an

> 1> Xn4l —

n+l 1
aa,..a, Xpe1 —

Conform principiului inductiei matematice inegalitatea ceruta este adevarata pentru

orice neN.

6.14. Tratam la inceput cazul n = 2 care revine la x;y; Xy, = X1y2 tx0y; <

(x1 X2 )(y1 —Y2) = 0, ceea ce este adevarat.
Sé presupunem inegalitatea adevarata pentru n-1.
n n
Daci y,=z, atunci ea se reduce la Y (x;, —y,)* < X(x; —z,)?, care este adevirati
=2 =2
conform ipotezei de inductie, deoarece z,, ..., z, reprezintd in acest caz o permutare a lui y,,

veos Yo
Daca y,=z; cu j # 1; atunci conform cazului n = 2 avem

Z 2 2 2 < 2
2 —z) =0 —z) +(x; —z;)" + 2(x —z;)
i=1 i#l,j

2 2 < 2
= (x—y)" +(x;—z)" + 2(xi—z)"
i#l,j
Pe baza ipotezei de inductie si a faptului cd z, ..., z., zi, Zjy1, .., Z, €ste O
n n

permutare a lui y,, .., y, deducem ca (x; —z)%+ Y(x;—z,)? 2 Y (x;, —y,)* , ceea ce incheie

’ i#l,j i=2

trecerea de lan-1 lan.

Conform principiului inductiei matematice inegalitatea este adevaratd pentru orice

neN.

6.15. Solutia 1. Fie P(n) propozitia din enunt.

Dacin =1 si a, cosx>0, pentru orice X€R, atunci cu necesitate a; = 0 si deci
a; cosx =0, pentru orice XER. Deci P(1) este adevarata.

Sé presupunem acum ca P(k) este adevaratd pentru orice k < n-1, keN, si sa
demonstram ca in aceasta ipoteza rezulta si P(n) adevarata.

Avem deci cd
(1) @ cosx+a,cos2x+...+a, cosnx>0,

pentru orice xER.
Daca in (1) facem substitutia x — x+m atunci (1) devine,

(2) —a,cosx+a,cos2x—aycos3x...+(-1)"a, cosnx >0,
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pentru orice xER.
Sa presupunem ca n este par (analog se trateaza si cazul n impar).

Din (1) si (2), prin sumare rezulta

2a, cos2x +2a, cos4x +...+ 2a, cosnx > 0, pentru orice xER, deci
(3) a,cos2x+aycosdx+...+a,cosnx >0, pentru orice XER.
Daci 1n (3) substituim 2x =y, obtinem ca

(4) a,cosy+aycos2y+..+a, cos(Zyj >0, pentru orice yER.
Aplicand ipoteza de inductie (k = g <n) rezulta ca

a,cosy+a,cos2y+..+a, cos(;yj =0, pentru orice yER <

a, cos2x +a, cos4x+...+a, cosnx =0, pentru orice XER.
Astfel (1) devine
(5) a,cosx+ascos3x+..+a,  cos(n—1)x>0, pentru orice xER.
Daca in (5) inlocuim pe x cu x+n obtinem
—a,CosX—a;cos3x—..—a,_ cos(n - l)x >0, pentru orice xER <
(6) a, cosx+ay cos3x+...+a,  cos(n—1)x <0, pentru orice xER.
Tinand cont de (5) si (6) deducem ca
(7) @, cosx +ay cos3x +...+a,_; cos(n—1)x = 0, pentru orice XER.
Tinand cont de (4) si (7) deducem ca a, cos x+a, cos2x+...+a, cosnx =0, pentru

orice xR, adicd P(n) este adevarata pentru orice nEN.

Solutia 2. Consideram functiile f, F : R—R,
f(x)= a, cosx+a, cos2x+...+a, cosnx si

a
F(x)= a,sinx +a72sin 2x+...+—Lsinnx.
n
Evident F este o primitiva a functiei f si F(kz ) = 0 pentru orice k€Z.

Cum F'(x) = f(x) > 0 pentru orice X€R deducem ca F crescétoare. Deoarece F este

si periodica rezultd cd F este constantd. Tindnd cont ca F(kz) = 0 pentru orice kEZ

deducem F(x) = 0 pentru orice x€R. Atunci si F'(x) = 0, adica f(x) = 0 pentru orice x€R.

6.16. Pentru n = 1, 2 problema rezulta imediat.
Daca P(x) este un polinom de grad n natunci existd doud numere a si b pozitive,

convenabil alese, astfel incat P(x)=(x+a)"" (x+b)+Q(x), unde Q(x) este un polinom de grad
n — 2 si are coeficienti pozitivi. Tinand cont de acestea, realizdm trecerea de la n la nt+2.
Cum pentru n = 1, 2 afirmatia este adevarata, ea va fi adevarata pentru orice valoare a lui n.

6.17. Pentru n = 1 relatia este evident adevarata.

Zn—l
Sa presupunem ca (1) a,—a (a;—a
Ja lay+va)

— Ja 2
Atunci (2) Zmi= Ya 2 _ 4 =2ag, +a =| &n ~a :
n+l+\/7 1( J a5+2\/;an+a an+\/g
2
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2
2! o
Tinand cont de (1), (2) devine 221 ~Va_|[a—a _[a—+a .
an+1+\/; a1+\/; al+\/;

Conform principiului inductiei matematice relatia (1) este adevaratd pentru orice
neN.

6.18. Sa consideram la inceput un poligon convex cu n laturi care satisface conditia
din enunt.

Consideram in plan o directie neparalela cu nici una din laturi si tdiem dupa aceastd
directie doua varfuri ale poligonului astfel incat nici un alt varf sa nu fie indepartat in afara
celor doua (vezi Fig.9).

Fig. 9 Fig. 10 Fig. 11

Obtinem astfel un poligon convex cu n+2 laturi, nu toate egale (putem face
taieturile in acest fel). In plus, suma distantelor unui punct interior la laturile vechiului
poligon (care este constantd ) plus suma distantelor la cele doud laturi nou aparute, care insa
sunt paralele, iar punctul este situate intre ele, deci si aceasta suma este constanta (egala cu
distanta dintre cele doua laturi).

Am ardtat deci cum se face trecerea de la n la n+2.

Trecerea la 5 se face pornind de la un triunghi ehilateral, iar pentru 4 dispunem de
dreptunghi (triunghiul echilateral si dreptunghiul au proprietatea ceruta - vezi Fig. 10, 11).

6.19. Pentru n = 2, totul este evident.
Fie acum n intervale cu proprietatea din enunt si sd notdm cu T intersectia a n-1

intervale (T este un interval) si conform pasului de inductie T+0.

Sa notdm cu T, al n-lea interval si sa presupunem ca T N T,= @.

Fie Ay€T, punctul cel mai apropiat de T.

Deoarece A¢&T, exista [#T, un interval din multimea consideratd astfel incat
A¢é1. Pe de alta parte INT+@ si INT,#0.

Fie A, € INT si A, € INT,. Atunci segmentul A|A,CI, dar Ay € A A, (céci in
caz contrar A, ar fi mai aproape de T decat A,), ceea ce este contradictoriu (cici ar rezulta
Ao €.

6.20. Pentrun = 1, 2 totul este clar.

Trecerea de la n la n+1 se face unind convenabil cel de-al n+1 lea punct cu unul din
varfurile liniei frante construitd pentru multimea cu n puncte, urmand ca apoi sa se realizeze
in jurul drumului considerat, linia franta ceruta.

6.21. Propozitia din enunt este adevarata pentru n = 1, ludnd doua puncte din plan
la distanta 1.

Sé presupunem ca existd o multime E, avand de exemplu k elemente si care satisfac
conditiile problemei pentru un m oarecare.
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Consideram o multime E’ definitd prin translatia lui E Intr-o anumita directie cu
modulul 1. Exista cel mult km directii de translatie pentru care doua puncte din E si E” pot
coincide; putem alege deci o directie pentru care punctele lui E si E” sa fie toate distincte.

Orice punct din E se afld la distanta 1 de omologul sau din E’; existd atunci cel
mult 2(k-1) directii de translatie prin care un punct din E ar putea ajunge la distanta 1 de un
punct neomolog (céci cercurile de raza 1 cu centrele in cele doud puncte au cel mult doud
puncte de intersectie). In total putem avea 2k(k-1) astfel de directii; putem alege din
infinitatea de directii de translatie, una pentru care acest lucru sa nu se intample.

In acest caz reuniunea lui E cu E are proprietatea ci orice punct are exact m+1
puncte din multime (m din ipoteza inductiei $i un punct analog) la distanta 1.

Am aratat deci ca P(m)=P(m+1) si cum P(1) este adevaratd atunci P(m) este

adevaratd pentru orice meN.

6.22. 1) S3 demonstram mai Intdi cd dacd x;, X», .., X, sunt numere intregi
nedivizibile prin p (p prim, p> 2), iar Sy, S,, .., S, sunt sumele elementelor gruparilor ce se

pot forma cu aceste numere in toate modurile posibile, atunci oricare ar fire {1, 2, ..., p-1}
existd i€ {1, 2, ..., m} astfel incat §; = r(mod p) .

(i). Pentru a dovedi afirmatia de mai nainte, demonstram prin inductie completa ca
dacd x4, Xy, .., X, sunt numere intregi nedivizibile cu p, atunci dintre numerele Sy, S,, .., S;
putem extrage k numere care prin impartire la p, sd dea k resturi diferite si diferite de 0,
unde 0 <k <p-1.

Pentru k = 1, verificarea este imediata.

Presupunem afirmatia adevarata pentru k, 0 <k <p-1 si o probam pentru k+1.

Aceasta inseamna cd din numerele x;, X, .., X, Xx+; putem forma k grupari astfel
incat sumele elementelor lor sa dea k resturi diferite si diferite de 0 la impartirea prin p; fie
acestea yi, y2, .., Yk-

Presupunem ca nu mai existd un alt grup astfel incat suma elementelor sale sa dea
la impartirea prin p un rest diferit de yi, y2, .., Vi §i diferit de 0. Se stie nsa ca daca p este

prim, si X€N nu este divizibil prin p, atunci numerele 1, X, 2X, ..., (p-1)x dau la impértirea
prin p resturile 1, 2, ..., p-1 (nu neapdrat in aceastd ordine). Din acest motiv exista
numerele a;, a, .., &E{1, 2, ..., p-1} astfel incat a,x,,, = y;(mod p) .

Dar x4 da la impartirea prin p unul din resturile yy, y,, .., yx (in caz contrar s-ar
contrazice ipoteza); fie acesta y, deci x;,; = y,(mod p), adica a,=1.

Putem presupune a; < a, <...<a, §i vom arata ca a; + 1= a,,.

Intr-adevir, dacd a; + 1# a;.,, considerand grupul format din X+, si grupul al carui
rest rezultat prin Tmpartirea la p a sumei elementelor sale este y;, atunci suma elementelor
sale va da la impartirea prin p acelasi rest ca si numarul (a; + 1)xy,; $i cum a; < a, <...<a;,
< a; + 1< aj; rezultd ca restul obtinut va fi diferit de yy, y», .., yx si diferit de 0; absurd. Dar
cum a; = 1,a, =2, ..., 3, = k, considerand grupul format din x,., si grupul a carui suma a
elementelor da restul y, la impartirea prin p, restul dat la impartirea prin p de suma
elementelor lui va fi acelasi cu restul dat la impartirea prin p de numarul (a, + 1)Xy, deci
de numarul (k + 1)x,+, care va fi diferit de y,, y, .., y si diferit de 0 (k+1<p), contradictie.

Deci, cu numerele x;, X, .., Xi, Xy+; s€ pot forma k+1 grupari, k < p-1, astfel incat
sumele elementelor lor la impartirea prin p sa dea k+1 resturi diferite de 0, adicd tocmai
ceea ce trebuia probat.

Proprietatea de la punctual 1) decurge din cele aratate la punctul 2).

3) Vom distinge doua situatii:

a) dacd x; + X, + ...+ X1 este divizibil prin p exercitiul este rezolvat.

b) daca x, +x, + ..+ X,y = r (mod p), 0 <r < p-1 atunci conform proprietdtii 1) cu
numerele 2x;, 2X,, .., 2X,1 putem forma o grupare (2 X, 2X; e 2x,.A ), astfel Incat 2x,.l +

+2x, +...+2x, = r (mod p). Atunci numdrul X = x; + X, + .. & X, - 2x, +2x, +...+
iy i P i iy
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2xl.k) va fi divizibil prin p, si cum x este de forma ex; +e,x, +...+e, 1x,; (¢ =%1),

problema este rezolvata.

6.23. Functia cos(kza), cu a = " eQ, dat, (m, n€Z si n > 0) ia cel mult 2n valori
n

distincte cand kE€Z. Pentru a ne convinge de acest lucru este suficient sd ne amintim c&
ridacinile ecuatiei x™ -1 = 0, care sunt exact in numir de 2n, sunt date de relatia
2kr . . 2krm . . A <
X = COST +zs1n2— ,k=0,1,2, ..., 2n-1, si cd pentru orice valoare a lui k, in afara de
n n
cele ardtate mai sus, nu obtinem numere X, distincte de radacinile ecuatiei.
Vom arédta prin inductie cd cos(¢za), atunci cand, t = 2X k=1, 2, ... ia o infinitate
de valori distincte si de aici rezultd irationalitatea lui a.

In acest scop folosim identitatea cos2x =2cos? x—1.
1 2 C g .
Cu x = am, avem cos(2ar)=2- 5 1 =§ —1, cu 2 care nu se divide in mod evident

cu 3.

2

2
in continuare scriem cos(22az)=2cos?(2ar)—1= 2[5 - IJ -1= 28 -1, cu 98 care
3

nu se divide la 3.

r
ok

S presupunem acum ci cos(2* ar) = —1, cu r nedivizibil la 3 si sa aratam ca

cos(2* ar) =——~1, cu's nedivizibil la 3.
3

2
Intr— adevar cos(2“"'ar)=2cos> (2" ar)-1= 2{ ; - 1] -1=
3

2?23 43 s

2/:+1

unde s=2(-% —2r3% +327).
Evident daca r nu se divide la 3, nici s nu se divide la 3, cici r* nu se divide la 3.

r
2 k

Rezulta deci ca relatia cos(2¥ ar) = -1, cu r#3p, pEZ, este adevaratid pentru orice

keN si astfel cos(2“ar) nu ia un numir finit de valori (anume 2n valori ca in cazul

a=" €Q), ci o multime infinita de valori distincte doud cite doua.
n
Decia ¢Q , de unde rezultid ca 0o €R\Q.

6.24. Cum 734 de numere se divid fie cu 2, fie cu 3, fie cu 5 (conform aplicatiei 1
de la Capitolul 6, paragraful 6.3), 1000-734=266 nu se divid nici cu 2, nici cu 3, nici cu 5.

6.25. Numarul cautat este egal cu numarul functiilor surjective definite pe o
multime cu 5 elemente cu valori intr-o multime cu 3 elemente, deci este egal cu

Ss3 =3 —C;-2° + C5 =150 (vezi Propozitia 7.1.11, (iv)) .

6.26. Intr-adevir, pentru un punct notat x, fie A, multimea punctelor legate cu x

printr-un segment si sa presupunem prin absurd ca \Ax\ > B} +1, pentru orice X € X, unde

cu X am notat multimea celor n puncte din plan.
Sé alegem un punct x; € X si in multimea 4, sdalegem un puncty;.
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Avem

AX1 U Ay1

4,

+ ‘Ayl

4, mAy122[n}+2—n, deoarece |4, N4, ‘S\X‘:n. Dar
2 1 1

aceastd multime continind cel

»?

2[;}+2—n=2[;}+1—n+121, deci existd z; €4, U4

putin un element. Am ajuns insd la o contradictie, deoarece x;, y;, z; sunt varfurile unui
triunghi iar noi am presupus ca nu exista nici un triunghi cu véarfurile n punctele din X.

Deci exista un punct x € X astfel incét |4, |< B} .

6.27. Vom demonstra problema prin inductie dupa n.

Pentru n = 1 sau n = 2 rezultatul este imediat, deoarece in primul caz numarul
segmentelor este egal cu zero, iar in al doilea caz este egal cu 1.

Sa presupunem problema adevaratd pentru n puncte si sa o demonstram pentru n+1
puncte.

Stim cd existd un punct x € X cu \X \= ntl care este extremitatea a cel mult

[n ; 1} segmente, conform exercitiului 6.26. Dar multimea de puncte X \ {x} poate fi unita

n2

prin cel mult I: 1 :l segmente astfel incat sa nu se formeze nici un triunghi cu varfurile in

aceste puncte, deci numarul total de segmente care unesc punctele din multimea X (cu n+1
: +1 2
puncte) este majorat de [712} + l:n“} .

2
Vom demonstra cd acest numar este egal cu I:(ntll)} .

intr - adevar fie n = 2k cu kEN.
2 2
Atunci [” ; 1} + {’14} =k+k%= {(2]{:1)} deoarece

[@r+n? | [4k% + 4k +1
4 4

:l:[k(k+l)+i}:k(k+l).

Dacan = 2k+1 cu keN, atunci

] 2 2 2
{”;1 +[”4}=k+1+{4k +44k+1:|=k+1+k(k+1)=(k+1)2=(nzl) .

2 2
Deci am aratat ca [";1}+{n4}={(n Zl) } si cu aceasta demonstratia este

incheiata.
2
Observatie. Pentru a obtine exact I:n‘l} segmente de dreaptd intre cele n puncte

astfel Tncat sd nu se formeze nici un triunghi cu varfurile in aceste puncte, se poate proceda

astfel: se grupeaza cele n puncte in doua clase care contin respectiv B} si n— B} puncte

si se uneste fiecare punct cu toate punctele care nu apartin aceleiasi clase cu el.

6.28. Sa scriem descompunerea lui n in factori primi n=p,“ p,“..p % si si

notdm cu A; multimea numerelor naturale mai mici sau egale cu n care sunt multipli de p;
i=1,2,...,q9,9€N).
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Avem |4,|= "= |4, r\Ai‘ =" sam.d.
Pi ' pipP;
Pentru a obtine numarul numerelor naturale mai mici sau egale cu n §i care sunt
prime cu n, trebuie sd scddem din numarul numerelor naturale mai mici sau egale cu n,
numarul numerelor mai mici sau egale cu n care nu sunt prime cu n, adica apartin multimii

A vd,v..V4,.

Deci @(n) = n{iAi— D
i=1

1<i<j<q

A O A+ (DT 4y 0 4, m...mAq}

n n

=n—il+ z

i=l Pi  1<i<j<q PiPj  1<i<j<k<q PiP Pk
Dand factor comun pe n, obtinem

gl es)

6.29. Sa notam cu A multimea celor (n-1)! permutéri care admit o coincidenta in i
si sa aplicam principiul includerii §i excluderii pentru a gasi numarul permutarilor care
admit cel putin o coincidenta.

Acest numar este egal cu

n
4,04, 0. U4, |=X]4]- T
i=1

I<i<j<n

A A+ DA N a4,

Dar A4 A N4 ==kl Pe de alta parte, k pozitii iy, iy, ..., i pot fi alese

din multimea celor n pozitii in C* moduri.

Deci |4, U 4y U...U4,|=Cp(n=1)=C; (n = ).+ (-1)"" C) .

Numarul permutérilor de n obiecte fara coincidente se obtine scazand din numarul
tuturor permutarilor, care este egal cu n!, numarul permutarilor care admit macar o
coincidentd . Deci P(n)=n!-C) (n—1)4+C? (n - 2)1-...+ (-)"C"".

Capitolul 7 : Clase de functii

7.1. (i). Fie E = AA(BAC) si F = (AAB)AC. A demonstra cd E = F este echivalent
cu a ardta ca @g = @p. Avem:
OE = ParBAC) = PaATOBAC-20APBAC = PATOBTOC-2QBOC-2QA(PBTPC-2PB(C)
= QAT TOC-2(PaPBHPBPCTOCPA)H4PAPEPC.
Analog se demonstreza ca:

Pr = QaTORTOC-2(PaPBTORPCTPCPA)T4PAPBOC,
de unde rezulta ca ¢ = @f, adica E =F.
(i1), (iii). Se demonstreaza ca si (i).
Observatie. Egalitatile de la (ii) si (iii) poartd numele de relatiile lui De Morgan.

7.2. lata o prima solutie cu ajutorul functiei caracteristice.

Din ANX=BNX = ¢ ¢0x = ¢ 0x; din AUX =BUX = @5 + 0x - A Ox = ¢p +

+0x — O Px = Pa - P4 Ox = Pp — P O ; astfel deducem @, = oz = A = B.
O alta solutie obtinem scriind

A =ANAUX) = AN(BUX) = (ANB)U(ANX) =
= (ANB)U(BNX) = BN(AUX) = BN(BUX) = B.
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7.3. Din AU(B\X) = BUX deducem
PauBX) = PBUX <= QA T Ppix - PAPBX = @B T Px —PPXx &
Pa T OB —0PPx —PAPB T PAPBPx = P T Px —PBPx = Pa — PAPB T PAPBPX = Ox .

Qum ANB =0, 0A0s = @ans= @z = 0 si astfel deducem ca @, = @x, adici A = X.
Intr-adevar, X = A verifica egalitatea din enunt deoarece B\A = B.

Xur=4 [(oyy=04 D) ox +oy —0x0y =94
7.4. Avem {X NY=B S @~y =05 S1(12) 0x0y =g
X\y=C Pxvwy =Pc ) ox —ox0y =0c
Din (1) si (3) deducem cd @y + @c = Qo = @y = ¢a — @c (4). Cum C C A rezultd ca

Pc = PaPc. Astfel, din (4) deducem @y = Qs — @AQc = Pac adicd, Y = A\ C.
Inlocuind in (1) pe @y cu valoarea data de (4) si tindnd cont si de (2), (1) devine

Ox T Pa— Pc — Ps=Qa, adicd (5) ox = @p + Oc = Ppuc cici BNC = &, deci ¢pnc = Pppc = 0.

Din (5) deducem ca X = BUC. Deci cu necesitate X =BUC s1 Y = A\C.
Sa aratam ca aceste valori ale lui X si Y verifica sistemul.

Avem XUY = (BUC)U(A\C) = BUCU(A\C)= BUA=A, caci prin ipotezd C C A,
deci (A\C)UC = A; XNY = (BUC)N(A\C) = [BN(A\C)JU[CN(A\C)] = BN(A\C),
deoarece (A\C)NC=L; Cum BC A si BNC = & deducem c¢i BCA\C si BN(A\C) = B,
deci XNY = B; X\Y = (BUC) \ (A\C) = (BUC)NCHA\C) = (BUC)NCH(AN(C(C))=
=(BUC)N(CH(A)UC) = CUBN(CA)) = C, deoarece BNC(A)=D; deci X\Y =C.

Prin urmare sistemul are solutia unica X = BUC 51 Y = A\C.

7.5. Fie A, BEP(M) astfel incat A\B si ANB sunt nevide.
Daca Xx€EA\B = ya(x)=a, yp(x)=b, yanp(x)=b.
Daca x€EANB = ya(x) =a, yp(X) =2, yanp(x)=a.
Daca xZAUB = ya(x) =b, yp(x) =b, yanp(x)=Db.

Cum yanp=Wa yp (prin ipotezd), deducem ca trebuie sd fie simultan adevarate
egalitatile ab =D, a’=a, b>=b, de unde se deduce imediat cia=1sib=0.

7.6. (i). Sa presupunem de exemplu cd hogof si gofoh sunt injective iar fohog este
surjectiva (celelalte cazuri se trateaza analog). Deducem atunci ca f si h sunt injective iar f
este surjectiva, rezultand astfel ca f este bijectiva.

Din hogof injectiva si f bijectivd deducem ca hog este injectiva, adicd g este

injectivd. Din fohog surjectiva si f bijectiva rezultd ca hog este surjectiva, adica h este
surjectiva. Cum h este si injectiva, deducem ca este de fapt bijectiva. Din f si h bijective iar

fohog surjectiva deducem ca g este si surjectiva, adica de fapt este bijectiva.

(i1). Ca si cazul (i).

7.7. Fie functia e : R—>R., e(X) = a* , a > 1, care este In mod evident strict
crescitoare si bijectiva. Vom demonstra ci si functia eog: R—Ry, (eog)(x) = a®™ este
strict crescatoare si bijectiva. Functiile e si g sunt strict crescatoare deci pentru x;, X,€ER,
X< X, avem g(x;)<g(xy), deci a®*) <a®™) cicia > 1. Prin urmare (eog)(x;) < (eog)(x,),

deci functia eog este strict crescatoare deci injectiva.
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Fiind surjectiva, functia g parcurge tot R iar dacd argumentul functiei e (in cazul
nostru g(x)) parcurge tot R, atunci functia e parcurge tot R.. Deci functia eog este
surjectiva cici (ecg)(R) = R.. Fiind si injectiva eog este bijectiva si strict crescatoare.

Avem f: R—R, f(x) = (eog)(x) + h(x), unde eog : R—>R, iarh : R—>R.

Ambele functii fiind crescdtoare deducem cd pentru x;,, x,ER, x,<x, avem

(eog)(x1) < (eog)(x2) si h(x;) < h(xy), echivalent cu ((ecg)th)(x) < ((ecg)th)(x,), adica
f(x,) < f(x,), deci f este strict crescatoare si injectiva.

Pentru a demonstra si surjectivitatea lui f calculam lim f(x) deoarece f: R—R.
x—>too

Cum h este strict crescatoare si surjectiva avem lim /(x) =40 . Analog lim (eo g)(x)=0si
X—>to0 X—>—0

lim(eo g)(x) = . Deducem deci cd lim f(x)==w. Deci f(R) = R, adicd f este si

surjectiva, deci bijectiva.

7.8. Cum f nu este injectiva existd a, b € R, a # b, astfel incat f(a) = f(b).
Fie de exemplu a < b; vom arata ca T =Db - a este o perioada pentru f.

Din f(x + y) = f(y + x) pentru orice x, yER deducem ca g(f(x), y) = g(f(y), x),
pentru orice x, yER. In relatia f(x+y) = g(f(x), y) valabila pentru orice x, yER, facem pe
rand x = a, x = b si obtinem f(aty) = g(f(a), y) si f(b+y) = g(f(b), y), pentru orice yeR.

Cum f(a) = f(b), deducem ca f(a+y) = f(b+y) pentru orice y ER.
Aceasta ultima egalitate pentru y = -a devine f(b-a) = {(0).
Astfel f(x + T) = f(xtb-a) = g(f(x), b-a) = g(f(b-a), x) = g(f(0), x) = f(0+x) = f(x),

adica f(x+T) = f(x), pentru orice XER, deci f este periodica.

7.9. ([18]) Consideram multimile A={a;}, A, ={a,, a},...,Ap1 = {a, 8, ..., ap1}.

Daca functia f duce submultimile lui A; in diferite elemente q, qa, ..., qx ale
multimii {0, 1, ..., p-1} = P, vom arita cum aceste numere pot fi obtinute utilizand
multimea A;.

Cumq;=0,1<q,<p-1, q; = a, (mod p) deducem ca f(D) =0 = q,, f(a;) = qa.

Presupunem ca numerele qi, qa, ..., qx (k <p) pot fi obtinute utilizand multimea A,.

Vom proba ca prin addugarea elementului a;; (adica utilizind multimea A;.|) se
obtine cel putin un nou element al Iui P.

S& presupunem contrariul. Deci ¢, =g, +a;,,(modp), ¢, =q,, +a;,(modp), ...,
9k =4, +a;,(mod p) unde {mj;, m,, ..., m} = {1, 2, ..., k}, adicd m;, m,, ..., my este o
permutare a multimii {1, 2, ..., k}.

Fie (1> m; —» m, — ...—1) un ciclu de lungime d (d < k) al acestei permutari.
Atunci g, =q, + da;,,(mod p) , care este imposibila.

Astfel, utilizind multimile A;, A,, ..., A, putem obtine toate elementele multimii
{0,1,2,...,p-1}.

7.10. Vom arata la inceput ca dacd n, k€N si n>k, atunci f(n)=>k (facand inductie
matematica dupa k). Pentru k=0 totul este clar caci f(n)=0, f(n) fiind un numar natural.

Fie acum n>k+1; atunci, conform ipotezei f(n)>f(f(n-1)). Cum n-1=k, conform
ipotezei de inductie avem f(n-1)>k iar apoi din aceleasi motive f(f(n-1))=>k si astfel
f(n)>f(f(n-1))=k = f(n)>k = f(n)=k+1.

Sa presupunem prin absurd ca existd un keN astfel incat f(k)>k si fie n>k; atunci

n-1=>k, deci f(n-1)=n-1=k. Prin urmare, n>k = f(n-1)=k. Relatia f(n)>f(f(n-1)) conduce la
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concluzia: pentru orice n>k, existd m>k (anume m = f(n-1)) astfel incat f(m)<f(n), de unde
concluzia falsa ca {f(n) : n>k} nu are element minimal, rezultand astfel ca f(k)=k, pentru

orice keN, adica f= 1.

7.11. Din relatia fof = 1, deducem ci f este bijectiva deci existd f' : M—M. Vom

grupa elementele lui M in perechi (X, y) cu proprietatea ca f(x) =y si x # y (posibil datorita
bijectivitatii lui f). In cadrul acestor grupari vor intra un numar par de elemente iar cum M

are un numar impar de elemente, deducem ca existd x€M astfel incat f(x) = x.

7.12. Din f(x)*+f(x+n) = 0 deducem 2-2Acos(2x)-2Bsin(2x) = 0, pentru orice

XxER. Dacd A=V 4> +B? cosa si B=vA4? + B? sina deducem ci v 4> + B* cos(2x—a)< 1

pentru orice xER; in particular pentru x :% obtinem A* +B*< 1.

Din f(x)+{(x+ %) > 0 deducem 2-a(cos(x)-sin(x))-b(cos(x)+sin(x)) = 0, pentru
orice Xx€R, deci 2 - J2a cos(x + ZJ —2b sin[x + ZJ >0 si procedand ca mai sus, exista un
unghi P astfel incit va?® +5* cos(x +%— ﬂjs V2 pentru orice x€R, de unde deducem ci
a’ +b’ < 2.

7.13. Pentru x =y = 0 si obtinem f(0) =-1.
Pentru x = 0 obtinem f(y) = f(-y), deci functiile f sunt pare.

Fie x =ky, k € N; atunci avem f((k+1)y) - f(ky) = f(ky) — f (k-1)y) + 2f(y) + 2.

Sumand relatiile obtinute pentru k =1, 2, ..., p-1 obtinem
f(py) - f((p-1)y) = 2p-DIf(y) + 1].
Adunand acum relatiile de mai sus pentru p =1, 2, ..., n obtinem

flny) = n® [f(y) + +1] -1, deci ()= niz[f(ny)+ 1]-1.

Atunci f( j:nlz[f(l)ﬂ]—l si

1
A2 o D)o (o)1) 1= )1

Deci f este de forma f(x) = x> (1+c) -1, x€Q unde ¢ = f(1)€Q.
Pentru aceste functii se poate demonstra usor egalitatea din enunt.

7.14. Facem x =y = 0 si obtinem f(0) = 0.
Pentru x = 0 obtinem f(y)(f(y)-y) = 0 si deci f(y)= {O’ yek ,
V,yER\E
Rémane sa gasim multimile E.
Pentru y = x avem xf(2x) = 2f°(x), pentru orice xER, iar pentru x = -y gisim
yf(2y) = f(-y) + £(y), adica xf(2x) = f(-x) + f(x), pentru orice xER.

Deducem f'(-x) = f*(x), pentru orice xER.
Facem x = -x si avem -xf(-x+y) + yf(y+x)=f*(-x) + £(y) si deci -xf(y-x) + yf(y+x)=
= f(x) + f'(y) care impreuni cu relatia initiald ne dia

*) (x2 -iry2 M(xty) = (x+y)(f2(x) + fz(y)), pentru orice x, yER.

Cum 0 € E avem situatiile
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(1) E = {0} si deci f(x) = x, pentru orice xER;

(i1) E # {0} si deci pentru orice a € E\{0}, f(a) = 0.

In (*) facem y = a-x si obtinem a(f’(x) + f*(a-x)) = 0, pentru orice xER.

Cum a# 0, deducem f(x) + f*(a-x) = 0, pentru orice x€R, deci f(x) = 0, pentru
orice x€R. Deci functiile cautate sunt f : R—R, f(x) =0 si f(x) = x.

7.15. Inlocuind pe x cu ix deducem, f(ix)f(-x) = 2, pentru orice x€C. Suméand
membru cu membru aceasta relatie cu cea din enunt deducem ca f(ix)(f(x)+f(-x)) = 0, de
unde f(-x) = -f(x), adica functia f este impara.

7.16. Prin calcul direct deducem ca f(x+4a) = f(x), pentru orice x ER, deci perioada
lui f este 4a.

- 1 . . . <
7.17. Se observd ci f (x)zg, pentru orice xER, iar apoi se aratd ca 2a este

1
. —2n<x<2n+1
perioada pentru f; pentru a =1, putem lua de exemplu f(x)=<2" nEx<antl ,NEZ.

1,2n+1<x<2n+2

7.18. Daca x = y atunci 2xf(x) = 2x(f(x))™.

Daci x#0 atunci, f(x) = (f(x))?, care implica f(x) = 0 sau f(x) =1.

LLx#0

Deducem in final f(x) =0 sau f(x) ={ ,aceR.

a,x=0

Se observa cd numai f(x) = 0, pentru orice x €R si f(x) = 1, pentru orice x €R sunt
continue.

7.19. Fie x, €R astfel incat f(x¢)#0. Pentru x = X, $i y = 0 obtinem f(0) = 1. Daca

facem y = x obtinem (f(x))* = f(0) = 1. Daci facem y = g obtinem f'(x) f(;} =f (;), de

unde deducem f(x) = 1, pentru orice x€R.

7.20. Daci z=x+iysi z'=x'+iy’cu x,y,x,y' €R, atunci din f(z)= f(z)

2 2 _ ' 12 2
deducem ca {2x+ XD =20 YT Deducem imediat ci y ='"si inlocuind in

2y=2y'
prima relatie obtinem ca

2x+x% +y2 =2x" +4/x"? + )2 <:>2(x—x')=\/x'2 +y? —\/xz +y? o

12 2 '
2(x—x'): r oY <:>(x—x' 2+ Xt =0.
\/x’2 +y2 +\/x2 +y2 \/x’2 +y2 +\/x2 +y2

Deoarece a doua parantezi este nenuld deducem cd x = x', adica functia f este

injectiva. Pentru probarea surjectivitatii lui f, s demonstram ca pentru orice z' = x'+iy’ €C

2 2
existd z = x +iy €C astfel incét f(z):z’<:>{2)“r Ny =
2y=y'

Zx, 4x12 +3y12 y,

s 6 Ty

Prin calcul direct se deduce imediat ca x =
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2x' \l4x'2 +3y'2 v,

——

6 2

Din cele de mai sus, deducem c¢d /7' (x'+iv')=x+iy=

7.21. (i). ,,=". Avem f(AUB)=((AUB)NA, (AUB)NB) = (A, B) iar f{(M)=(MNA,
MNB) = (A, B), adica f(AUB) = f(M) si cum f este presupusa injectiva deducem ca
AUB=M.

,»<". Fie X, YEP(M) astfel incat f(X) = f(Y) & (XNA, XNB)=(YNA, YNB) <
XNA = YNA si XNB = YNB. Rezultd cda (XNA)UXNB) = (YNA)U(YNB)<=
XNAUB)=YN(AUB) ©®XNM =YNM& X =Y, adica f este injectiva.

(ii). ,,=”. Considerand elementul (A, @)EP(A)xP(B), cum f este presupusa
surjectiva existd X€P(M) astfel incat f(X) = (A, @)= (A, O)=(XNA, XNB)=XNA=A si
XNB=@. Din XNB=@ deducem AN(XNB)=AN@ < (XNA)NB=0 < ANB=0.

,,&”. Sa presupunem acum ca ANB=0 si fie S;EP(A), S,€P(B). Atunci f(S,US,)=
=((S1US)NA, (S1US)NB)=((S1NA)U(S2NA), (SiNB)U(S:NB))=(S:UD, OUS,)=(S,, Sy),
adica f este surjectiva.

(ii1). Totul rezulta din (i) si (ii); tindnd cont de (ii) deducem ca inversa lui f,
f': P(A)xP(B) — P(M) va fi data de f (S, S,)=S,US,, pentru orice (S, S,)€ P(A)xP(B).

7.22. (i). ,,=”. Evident.
,»<”. Presupunem prin absurd ca A este infinitd. Vom construi in aceasta ipoteza o

functie f : A — A care este injectiva fira a fi Insa surjectiva, ceea ce va fi absurd.
Multimea A fiind infinitd, putem gasi o submultime strictd a sa, numarabila, B={a,,a,,
U N
Definim f: A—A,
S(x)= {

a;,, pentru x=a;, i=12,..

x, pentru x€ A\B

Evident, f este injectiva dar nu si surjectiva deoarece a; &f(A).

(i1). ,,=”.Evident.

,»<". Ideea de rezolvare este asemanatoare cu cea folosita la (i): vom construi in
ipoteza cd A este infinitd o functie g: A — A care este surjectiva fard a fi insa injectiva.
Daca B este multimea de la (i), definim g:A— A astfel:

a;y, pentru x=a;, i=23,..
g(x)=9x, pentru xe A\B
a,, pentru x=a

care este surjectiva fard a fi Insa injectiva (deoarece f(a,) = f(ay) si a; # a,), ceea ce este In
contradictie cu ipoteza, rezultdnd astfel finitudinea lui A.

7.23. Se observa ca f(n)=0, pentru orice nEN. Cum g este bijectiva, exista ny&N
astfel incat g(ny)=0. Daca h(n,)>0, g(ny)-h(ny)<0, contradictie, deci h(n,)=0, adica f(ny)=0.

Cum g este bijectiva, existd n; EN astfel incat g(n;)=1.
Daca h(n,)>1, atunci g(n;)-h(n,)<0, contradictie, deci h(n;)=1 si din nou f(n,)=0.
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Presupunem ca f(n)=0 pentru valorile n = ng, ny, ..., n; pentru care g ia valorile 0,
1,2, ..., k-1.

Deoarece g este bijectivd existd un nyeN astfel incat g(n,) = k. Dacid h(ny)>k,
atunci g(ny)-h(ny)<0, contradictie, deci h(ny) =k, adica f(ny) = 0.

Conform principiului inductiei matematice f(n) = 0, oricare ar fi neN.
7.24. Avem f,(-x)= % [0+ 7= fi). fo(-2) = % 0= r@l=-f).

7.25. Cum f este periodica exista T > 0 astfel incat f(x+T) = f(x), pentru orice x ER.
Sa presupunem ci f este monoton crescatoare. Atunci f(0)<f(x)<f(T), pentru orice x€[0, T].

Cum f(0) = f(T), deducem f(x) = f(T), pentru orice x €[0, T], deci f este constanta
pe [0, T] (deci si pe R).

7.26. ,,=”. Sa presupunem ca f este para si fie acR.

Atunci Tf(x)dx = ?f(x)dx + Tf(x)dx .
0

—a —a

R 0
In integrala [ f(x)dx facem schimbarea de variabild x = -t si obtinem

—a

?f(x)dx - —?f(—t)dt = [ fCndi=] f@ode . Astfel, | f(x)dv=2] f(x)dx.
—a a 0 0 -a 0

,,<”. Sa presupunem cd | f'(x)dx =2[ f(x)dx, pentru orice a€R. Derivand in raport
0

—-a

cu a obtinem, f(a) + f(-a) = 2f(a) < f(a) = f(-a), pentru orice a€R, adica f este para.

7.27. Sa presupunem cd f este impard pe R si fie ac€R. Atunci scriind

a 0 a 0
[ f(x)dx = [ f(x)dx+ [ f(x)dx sifacand in integrala [ f(x)dx schimbarea de variabilda x = -t
0

—a —a —a

obtinem

a 0 a a a
F(a) = jf(x)dx = —ff(—t)dt + ff(x)dx = '[f(—t)dt + ff(x)dx =
—a a 0 0 0
= [ £yt + [ f(x)dx=0.
0 0

Daca pentru orice a€R, F(a) = [ f(x)dx este constantd, atunci derivand in raport

—a

cu a acesta ultima egalitate obtinem f(a) + f(-a) = 0, adica f este impara.

7.28. ,,=”. Graficul lui f are drept centru de simetrie punctul C(a, b) daca si numai

daca (*) f(a-t) + f(at+t) = 2b, pentru orice tER (punctul C(a, b) trebuie neaparat sa faca
parte din graficul lui f, adica b = f(a), deoarece f este continud).

Fiex € R.
Din relatia (*) prin integrare de la 0 la x deducem

[ f(a—t)dt+[ f(a+0)dt =] 2bdt <
0 0 0

(%) [ fla—o)di+] f(a+t)de=2bx.
0 0
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Pentru integrala [ f(a—1¢)dt facem schimbarea de variabild a - t = u si obtinem
0
] fla—t)ydt =—- I f(u)du , iar pentru integrala f f(a+1t)dt facem schimbarea de variabild a
0 a 0

+t=usi obtinem | f(a+0)dt = | f(u)du.
0 a
Astfel, relatia (**) devine

_ arf(u)du + arf(u)du =2hx & Tf(t)dt + arf(t)dt =2hx &

0y T f()dt = 2bx

,»<". Daca relatia (***) are loc pentru orice x€R, atunci derivand in raport cu x
ambii membri, obtinem f(a+x) + f(a-x) = 2b, adica (*) si deci C(a, b) este centru de simetrie
pentru graficul lui f.

7.29. ,,=”. Sa presupunem ca f este periodica de perioada T > 0. Avem F'(x) =
T
=f(x + T) — f(x) = 0, adica F este constantd, deci F(x) = F(0) = [ f(¢)ds.
0

x+T
,<”. Daca F(x) = [ f(t)dt este constantd pe R, atunci derivand ambii membri ai
X

acestei ultime egalitati obtinem, f(x + T) — f(x) = 0 < f(x + T) = f(x), pentru orice xER,
adica f este periodica de perioada T.

7.30. Daci prin absurd exista T>0 astfel incat f(x + T) = f(x), pentru orice x € R,
in particular pentru x = 0 obtinem cos 7' + cos(Tf)z 2 cosT =cos(T2 )=1= T = 2k

si T2 = 2k,7 cuk, ko € Z, de unde deducem, V2 =];€—2 € Q, absurd.

1

7.31. Daca avem T>0 astfel incat f(x + T) = f(x), pentru orice x € R, atunci
f(T) = f(-T) = f(0), de unde sinT =0,cosal =1= T =k;xsi o =2k,wcu k;, k, € Z, de

2k
unde deducem, « = k—z € Q.
1

Capitolul 8 : Inegalitati

8.1. (i). Rezultd din 1Inmultirea membru cu membru a inegalitatilor

a+b> 2\/%,11 +c> ZJE,a +c¢>2+ac . Avem egalitate pentrua=b =c.
(i1) Notand a + b = x, b+c =y si ct+a=z inegalitatea este echivalenta cu

y X z y z X
carerezultidin ~+2>2, X4 Zx05i 4250,
y X z y z X
Egalitate avem pentrua=b=c.

(iii). Prin calcule se reduce la (abc—1)* >0 cu egalitate dacd abc = 1.
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8.2. (i), (i)). Notind x=fga cu ae (— % , Zj inegalitatile capatd formele
echivalente [sin4a| <1, respectiv |sin8a| <1.
Egalitate in (i) avem pentru 4« :% Sa :% ,adica x= tg% iar in cazul (ii) pentru

T

X =1 .
gl6

8.3. inlocuind b; =l-a; , pentru orice 1<i<n si notind x=a, +..+a, |,
y =ai +...+a’ inegalitatea din enunt va fi echivalenti cu
()c—y)2 2y(n—2x+y—n)<:>x2 —2)cy+y2 2—2)cy+y2 o x? 20,
ceea ce este evident.
Egalitate avem pentru a4, +...+a, =0 .

8.4. Conform inegalitatii Cauchy-Buniakowski-Schwartz
2 2 2\ 2 2 2 2\
(alag(l) +ot anao,(n)) < (al +..+a, Xaa(l) +ot g ): (al +..+a, ) , de unde

Salz +...+a2.

‘alao.(l) +...+ anao.(n)

Egalitate avem de exemplu daca ¢ este permutarea identicd a multimii {1,2, ..., n}.

2 2
8.5. ([19]). Alegem x=2%,y=2 cua b e Rsir>0 Notand (=¥ —9*+0"
r

r r

conditia din enunt devine 1< <2 iar inegalitatea de demonstrat devine

%(az—ab+b2)23t4(a4+b4)ﬁ8(a2—ab+b2)2.
Cum t > 1 avem 14(a4 +b4)2a4 +b* iar %(az —ab+bz)2 <a*+b*, deoarece se

reduce la (a + b)2 (7a2 ~10ab +7b* )2 0, ceea ce este evident.
Cum t <2 avem t4(a4 +b4)s 4(a4 +b4)s S(az —ab+b2)2 , deoarece se reduce la

(a —b)4 >0, ceea ce este evident. Prima egalitate o avem pentru t = 1 si a = -b adica pentru

x=-y= ii iar a doua egalitate pentru t = /2 si a=Db adicd pentru x=y =42 .

Ng)

8.6. Fie s, :lexz...xl- , 1=1, 2, ..., n. Atunci, elementele x;, i=1, 2, ..., n sunt
solutii ale ecuatiei:
P(X)=X"—5; X" 45, X" —..+(-1)"s, =0.
Cum implicatia de la stanga la dreapta este banald, sa presupunem ca numerele s,
S2, ..., Sy sunt pozitive si sa demonstram ca xy, X, ..., X,=>0. Daca, prin absurd exista i€ {1,
2, ..., n} astfel Incat x;<0, atunci (daca de exemplu, n este impar) deducem ca P(x;)<0 <

0<0, absurd. Daca n este par, obtinem contradictia P(x;)>0 < 0>0.

10
8.7. Inegalitatea din enunt este echivalenta cu (a +3b++c j >abc.
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10
Consideram functia f : [0, ©) —R, f(x)z(xwt3 b+\/;) —xbc despre care cu

10
ajutorul lui ' se arata ca este crescitoare si astfel f (a) > f (O) = (%/b +e j >0.
Avem egalitate pentrua=b=c = 0.

8.8. Folosim faptul ca dacd a, b € C atunci |a+b|<|a|+|p| .
Astfel, 2‘1+22‘+‘(l+z)—(1+z31:

=‘1+zz‘+‘z‘~‘1—zz‘=‘1+zz‘+‘1—22‘2‘1+22 +1—22‘=2.

1+z\+‘1+zz‘+‘l+z3

8.9. Se face inductie matematicd dupa n; pentru n = 2 se considera functia f : [0,

o) —-R, f (x)z Ll care este crescatoare. Cum
X+

2 + 25| <|z| +|z,| , deducem ca

‘ZI+ZZ‘ _ q q _ ‘21‘4"22‘ _
m—.f ZI+ZZ‘)S.f zl‘+‘zz‘)_m_
_ |2 25| < |2 22|
1+‘zl‘+‘zz‘ 1+‘zl‘+‘zz‘ 1""‘21‘ 1+‘zz‘
Egalitatea avem de exemplu pentru z,=...= z, = 0.

8.10. Cum pentru z = 0 obtinem egalitate, sd presupunem cd z # 0 si notand
X Y
z

u =—,v==,inegalitatea din enunt devine
z

o+ |+ [ L T[]+ [+ L4+

Ridicand la patrat si tindnd cont cd pentru z € C avem ziz\zz
urmatoarea forma echivalenta:

(w+v)ar +9)+ (Cra)l+a)+ (1 v)T+7)+ 2l + 9N+ a) + 2+ v )L+ v) +
2l )i+ v) < (kw4 7)+ 200 ]+ P+ o + (4] + ] =

‘1+u+v+uv‘+‘u+v+v2 +uv‘+‘u+v+u2 +uv‘£

, obtinem

S‘u‘-ﬁ—‘v‘+‘uv‘+‘1+u+v‘+‘u+u2 +uv‘+‘v+v2 +uv‘.

Aceasta ultima forma a inegalitatii de demonstrat este adevarata deoarece rezulta
din inegalitatile evidente

‘1+u+v+uv‘£‘1+u+v‘+‘uv

>

‘u+v+v2 +uv‘§‘u‘+‘v+v2 + uy)

>

‘u+v+u2 +uv‘£‘v‘+‘u+u2 +uy
prin sumare membru cu membru.

>

Egalitate avem in mai multe situatii; de exemplu, atunci cand unul dintre numerele
X, y sau z este 0, sau atunci cand toate sunt reale si pozitive.

8.11. Inegalitatea este echivalenti cu (01%(1) + 1)..(anaa(n) + I)S (a12 + 1)..([15 +1)
si rezultd din ITnmultirea membru cu membru pentru orice 1 <i < n, a inegalitatii evidente
(al-ao,(l-) + 1)2 < (al-z + IXaé(i) + 1).
Egalitate avem de exemplu daca ¢ este permutarea identicd a multimii {1,2, ..., n}
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8.12. Sa presupunem ca max (\/Z - \/; )2 = (\/Z - \/2 )2.

1<i,j<n

.. . . . 2 X3 +..+X
Atunci inegalitatea din enunt devine = ,/x;x, + —=—"— " >u/x,..x
n n

forma, inegalitatea rezultd din inegalitatea  mediilor aplicatd = numerelor

NX1Xy A XX X3 X,

, §11In acestd

8.13. Dacd a>0,a # 1, atunci f, :[0,0) —R, fa(x):ax +%, pentru orice X
a

€[0,) este strict crescatoare. Cum f=n+ Y f, /a, »totul este clar.
l<i<j<n

8.14. Conform identitatii lui Abel (vezi exercitiul (1-5).21) avem
ayby + .t ayb, =s,(by —by )+ 55(by —b3) 4t 5, (b, —b, )+ 5,b,
iar cum b, —b,,b, —b,,...,b,_; —b,,b, 20 deducem ca

2 ¥n-1 n>“n =

ml(by —by )+ (by —=b3)+ ...+ (b, —b,)+b,|<ab, +...+a,b, <

n-n

<M|(b, by )+ (by = b3 )+ ...+ (b, —b,)+b, | mb, <ayb, +...+a,b, <Mb, .

n-n

8.15. Daca de exemplu b, =0, totul este clar. Sa presupunem deci ca by, ..., b, > 0.

Impartind ambii membri ai inegalitatii din enunt prin %/b,.. , §inotand x; :% pentru
1
orice 1 <i<n, inegalitatea devine

*) ’\’/(l +x )1+, )21+ ’\’/xl...xn o (1+x)(1+x,)> (1 +4/x,..x, )n .
Aceasta ultima inegalitate este demonstrata in paragraful 7.3 (aplicatia 3).

Observatie. Pusa sub forma (*) inegalitatea lui Huygens este cunoscutd si sub
numele de inegalitatea lui Cauchy.

8.16. ([19]). Prima inegalitate se demonstreaza imediat cu inegalitatea mediilor.
Intr-adevar, avem

X X X
a3 a3 1
al[aJ +a2[aJ +...+an(a J x x x
1 2 a a a
> "al...an(zj (3J [1] =%a,..a, .

Inegalitatea se verifica cu egal pentru

X X X
a a3 a;
a|—| =a| — | =..=a,| —| <Sa=a,=...=a,.
a ar a,

Pentru a proba a doua inegalitate, consideram functia

a as n

f(x):al[az] +a2(a3] +...+an(alJ , X € [0, 1], inegalitatea de demonstrat

devenind f(x)<a, +a, +..+a,.
Avem

X X X
fr(x):a{az] 1UU l[ju mm,
a 4 a a ay ay
X X X
f”(x):al(azj 1n2(“2]+a2("3J lnz[aSJ+...+an(alJ lnz(alJ.
a aq a a ay ay
Exceptand cazul banal avem f ”(x) > O pentru orice x € [0, 1], ceea ce inseamna ca
f" este strict crescatoare.
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Avem f'(0)=aq, ln[azj +a, ln[%J +..+a, ln(alJ =
a a a,
= (a1 ln(a2)+ a, ln(a3)+ ..+ a, In(a, ))— (a, 1n(al)+ a, ln(a2)+ ..+a,ln(a, )) .
Avem £'(0)<0 deoarece n-uplele (a,a,,...a,) si (Ina,,Ina,.,..Ina,) sunt la fel ordonate

iar (Ina,,Inas,...,Ina,) este o permutare circulard a celei de a doua n-uple (vezi Exercitiul

8.4).
Apoi, f'(1)=a; ln(azj T ln(%j otay m(alJ -
4 a, a,

= (a1 ln(a1)+ a, 1n(a2 )+ ..+a,ln(a, ))— (a, In(a, )+ a; In(a, )+ .t a,In(a, ))
si dinnou deducem f'(1)>0.

Cum f(0) = f(1), conform unei teoreme a lui Rolle existd ¢ € (0,1) cu f’(c):O si
atunci f este descrescatoare pe (0,c) si crescatoare pe (c, 1), deci f(x) < max {f(0), f(1)} si
inegalitatea este demonstrati deoarece f(0)= f(1)=a, +a, +..+a, .

A doua inegalitate este verificatd cu egal cand avem fie a, =a, =...=q,, flex =0
sau 1.

8.17. Utilizand o alta forma a inegalitatii de la exercitiul 8.15 obtinem ca

(1+a )1+a, )...(l-i-an)z(l+”,/al...an )n, unde a, ..., a, = 0.

Aceastd inegalitate este echivalenta cu '{/(l +a l+a,).(1+a,)- \/al...an >1.

Daca substituim a; = é, i=1,2,...,n, obtinem

v

Cumk > 1 iar r{/]z[(kﬂ') r{/]ﬁ[(kﬂ') deducem ca #fk(k +1).(k +n)-%/n! > k .

i=0

8.18. Fiea=a, si b =g, ;. Avem de demonstrat
a>n¥ab"" - (n - l)b Sa+t (n - l)b >niab"! o w >Nab™" .
n
Ultima inegalitate reprezintd chiar inegalitatea mediilor aplicatd numerelor
a,b,b,...,b .
kit gt

de n-1 ori

8.19. (i). Conform inegalitatii mediilor, putem scrie

a +a, +..+a, 2nfaa,..a, ,

1 1 1 1
—+—t.t—2n-

b
4 a4 ay Yaay..a,

A . . n no1
de unde prin inmultire membru cu membru obtinem [Z a; J[ZJ >n?,
i=1 i=14d;
Sé demonstram a doua inegalitate.

Inegalitatea evidentd (M —a; fa, —m)>0 pentrui =1, 2, ..., n este echivalentd cu

(M—lj(ai “m)20e MMM

a;

—a; +m>0.Pentrui=1, 2, ..., n sumam cele n inegalitati

obtinute si avem
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Cum 2 Mm(ilJ(z aij < Mm(ilJ + ial— deducem ca
i=1a; Ni=1 i=14; i=1
n 1 n n n 1 2 M 2
2 Mm(ZJ[Zaij <n(M +m)< [ZaiJ(ZJSn{J + N/mJ .
i=1a; \i=1 i=1 i=14; 4 m M
Semnul egal corespunde cazului a;=a,=...=a,=m =M.

(i1). Prima inegalitate rezulta din inegalitatea mediilor. Pentru a doua, ca si in cazul

. 1 . .
(1), avem x; + Mm-— <M +m , pentru orice 1 <i<n.

X

Cum p; > 0 (1 <i<n), deducem ci p,x; + Mm L2 < p,(M +m), de unde
X

1

ipixi +Mm(ileS(M +m)'[ipij .
i=1

i=1 i=1 X;

Ca in cazul (i) deducem 2\/Mm[i DiX; j[i p’) <(M +m)- (i pij , de unde
i=1

i=1 i=1 X;

n nop; (M+m)2 u ?
D P R b

Pentrup; =1, 1<i<n, obtinem (i).

(ii1) ([19]). Conform inegalitatii (i a,}[fjlj >n?,pentrun > 2sia,ay, ..., a €
il

i=1 al-

n n 2 n 3
[1, 2], deducem (Zai)(zlJ >n? (Z]Z’;, ultima inegalitate fiind adevérata
i

i=1 ai i=1 ai

deoarece pentru orice i€ {1, 2, ..., n} avem q, <2 si L > 1 .

i

In prima inegalitate din enunt egalul se atinge pentru a, = a,=...= a, = 2.
Pentru probarea celei de a doua inegalitdti din enunt de folos ne-ar putea fi
cunoasterea cazului (unui caz) de egalitate, care, se observa usor este a;=a,=...=a, = 1.

Vrem sd probam cd dacad una dintre variabile se Inlocuieste cu 1, indiferent de
valorile celorlalte variabile, valoarea expresiei se mareste, si astfel a doua inegalitate din
enunt se obtine dintr-un sir de intercaldri, céci plecand de la expresia initiald si inlocuind pe
rand fiecare variabilad cu 1 expresia se mareste pana cand toate variabilele sunt Inlocuite cu
1, caz in care expresia devine egala cu n si astfel inegalitatea este probata.

Se pot renota convenabil a;, a,, ..., a, astfel incat cel care urmeaza sa fie inlocuit

sa fie a,, renotat, a.

. n—1 n-11
Vommainota S=3a,,T=3Y—.
i=1 i=14a;

Ipoteza se transcrie
2
(S+a{T+1J <(S+1)T+1) = ﬂ+%+T2a+ls2ST+S+T2 +le
a a a a
0<(a—1)25Ta+S(a-1)+T2a> +a).
Cum pentru fiecare i€{l, 2, ..., n} avem 1<q, <2 avem §i a—1=a, -120; de
1 . .
asemenea, a; >—, deunde S > T si atunci 2S8Ta>2T%a>T%a*.
i
Deci este confirmata presupunerea facutd; in consecinta egalul in a doua inegalitate
se atinge doar pentru a;=a,=...=a, = 1.
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. _ 1 . . <
(iv). Cum z, =— pentru orice 1<i<n, deducem ca
Z-

1

(z, +...+z,,{l+...+lJ:(z1 4otz 2+t E,)=

Z Zn
=(zl +...+Zn)(Zl +...+Zn)=‘Zl +...+Zn‘2 >0

si cum |z, +...+zn‘2 < \zl‘z +...+‘zn‘2 =n deducem si cealaltd inegalitate.

8.20. Se stie ca

2 2 2 2
X+ Xy +..+x, xX; +x; +..+Xx,
(1) <
n

=4
n

XXt Xy XX X, R

n n n
Xp Xy H ot X :
Cum -2 """ >y x,..x, iar x,x,..x, > 1, deducem
n
X+ X+t X
) it B IR B

Din (1) si (2) deducem (3)  x; + Xy +...4+ X, SXP +X5 ...+ x> .
Din aceasta ultima inegalitate tinand cont de faptul ¢ x{x3..x2 >1 deducem ci
@) xP+xi++xi<xi+x5 441,
Conform inegalitétii Cauchy — Buniakovski - Schwartz obtinem
2 2
%) (x13 +x3 +...+x,3,) = (xlxl2 +x,x3 +...+x,,x,2,) < (x12 x5 o xl Xxf +x5 +...+x3).

Din (4) si (5) deducem xj +x3 +...+x) <x; + X +...+ X .

821.Fie x, =a, —b;si y,=a"" +al b, + ..+ abf +pf"i=1,2,..,n

Din relatiile din enunt deducemcdax; =0, x; +x =0, ..., X T X+ ... +X, = 0 5i
y1 =y, = ...2 y, = 0. Astfel, utilizand si identitatea lui Abel (vezi exercitiul (1-5).21)
obtinem

Yaf - 2bf =X (af ~b)=Txy; =
i=1 i=1 i=1 i=1

= (xl +x, +...+xn)yn +(x1 +x, +"'+xn—l)(yn—l —yn)+...+xl(yl —yz)ZO.
Semnul egal corespunde cazului in care a; =b; ,i=1,2, ..., n.

8.22. Scriem inegalitatea sub forma echivalenta:

a*(b+c)+b*(a+c)+c*(a+b)—a® —b* —c> —2abc<abe .
Notim P(a,b,c)=a’(b+c)+b*(a+c)+c*(a+b)—a’ —b> —c* —2abe
Avem P(a,b,c)=a*(b+c—a)—(b> +c*)+(bc+bc?) + (ab* + ¢*a —2abc) =
=a’(b+c—a)—(b+c)b* —bc+c?)+be(b+c)+a(b—c)? =
=a*(b+c—a)—(b+c)b—c)? +alb—c)? =a*(b+c—a)—(b—c)* (b+c—a) =
=(b+c—-a)c+a-b)a+b-c).
Deci inegalitatea din enunt este echivalentd cu (—a+b+c)(@a—b+c)(a+b—c)<abc,

evident deoarece notand x = -at+b+c, y = a-b+c, z = atb-c obtnem forma echivalenta
(x+y)(xtz)(y+z)=8xyz (vezi exercitiul 8.1, (1)),
iar daca unul dintre numere este negativ inegalitatea este evidenta.
Egalitate avem pentru a =b=c.
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8.23. Vom aréta la inceput ca inegalitatea este adevaratd pentru toate valorile lui n

de forma 2" cuk € N.
Daca n =2 inegalitatea de demonstrat devine

1 1 2
1 1+1 o0 %1 ) Q( +a1+a2>(+,/alaz) (+a1)(+a2)c>

(al +a2)( a,a, —l)+ 2\/611612 (1—\/611612 )ZO<:> (@—IXal +a, —24/aa, )20,

. - . a+a
care este evidentd deoarece aja, >1 iar 172 > Jaa, .

Daca n = 4, atunci tindnd cont de cazul n = 2 obtinem succesiv

1 N 1 N 1 N 1 > 2 N 2 > 4 .
I+a l+a, l+a; l+a, 1+\/a1a2 1+\/a3a4 1+§/a1a2a3a4

Inductiv (dupa k) deducem ca inegalitatea este adevarata pentru toate valorile lui n

de forma 2 cuk € N.
. - . . . - k
Fie acum n un numadr oarecare iar k cel mai mic numar natural pentru care n < 2%,

a;,pentru i=12,..,n

Ya,..a,,pentru i=n+1ln+ 2,...,2k

Conform celor stabilite anterior deducem ca

Consideram numerele y, =

1 1 1 1 2k
+.t + +.t > - =S

1+, I+y, l+y,, L+, L4 2y VgV i

L S 2k —n . 2k -
l+a, ~ l+a, 1+2a,.a, o

1 " f1--Cn 1+2</a1...a,1 (’,’/al...an)z
L S 2k —n . 2k R SR B n
l+a,  l+a, 1+%a..a, _1+”,/a1...an l+a, — l+a, _1+”,/a1...an .

Egalitate avem pentrua; =a, =... =a, = 1.

8.24. Solufia 1. Demonstram mai intdi cd a; =a,;, adicd ¢ (1) = 1, pentru ca apoi
analog sd deducem a, =a,,,adicd 6(2) =2,..., a, = a,, , adicd o(n)=n.

Séa presupunem prin absurd ¢d a, # a,, ; atunci exista k > 2 astfel incat a; =a,, -

Avem astfel a; < a, < ... < a $I @ +a,q) <ay +ay0) <<a + a5y -
mMax{d, ), a2y 4o} 2 @; deoarece multimea contine k termeni i nu existd k-1 termeni

mai mici decat ay.

Fie max{a,qy,ay(2)-s Aoy} = Ao(my s AVEM @,y + Ay <Ay + Ay -

De asemenea a,,, >a; $i a,) =a; deci a, <a;, ceea ce este imposibil.
Deci a; =a,,, adicac (1) =1.

Solutia 2. Sa presupunem ca o nu ar fi permutarea identicd. Cum orice permutare
diferitd de cea identica este un produs de transpozitii, putem presupune cad & este

transpozitia (i,j),1# j € {1,2,...,n}.
Dacd i < j avem a; +a,, <a; +ay; <a;+a;<a;+a;, ceea ce este imposibil,

deci ¢ este permutarea identica.

pentru alegerea lui f; fie F multimea acestora.
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Va exista atunci o functie injectivd g € F cu proprietatea ca daca notdm pentru un

n k

fer, s, -3 0
k=1 k

Vom arata ca functia g este strict crescatoare.

Sé& presupunem prin absurd cd existd 1 < a <b < n pentru care g(a) > g(b).
Consideram h € F definita astfel : h(a) = g(b), h(b) = g(a) si h(c) = g(c), pentru

orice ¢ #+ a, b. Atunci

£ glk) & hk) _gla) gb) h(a) hb) 11
s,-si-EE0- PR SRR R bomeo G0

ceea ce contrazice alegerea lui g.

, atunci S, < Sy, pentru orice f € F.

n n
Fie acum f € F. Putem scrie S, >S5, > %:Zl.
=1k kmik

2 3 x2n

8.26.Fie S, (x)=1-—+— -2 4 + X _.
R T TR I e

Daci x < 0 atunci evident S,(x)>0, deoarece —x**' >0 pentruk =0, 1, ..., n-1.

Fie acum x > 0. Vom demonstra cd S,(x) = ¢™ si cum ¢™ >0, deducem S,(x)>0.

Fie Dy(x) = Su(x) - €™ . Observam ca D,(0) =S,(0)—1=1-1=0.

Vom demonstra ca D,(X) este crescatoare.

Se observd cd D" (x)=1-e*>0. Cum D" V(x)=x-1+¢* si D"V (0)=0
deducem ci pentru x >0, D*"V(x)>D*V(0)=0. Din aproape in aproape obtinem ca
D, (x)>0pentru x> 0.

Observatie. Inegalitatea rezultd imediat dacd tinem cont de dezvoltarea in serie
Taylor a lui e™.

8.27. Calculam membrul drept
(sin x + @ cos x)(sin x + b cos x) =sin? x + (a + b)sin xcos x + abcos x.

Astfel inegalitatea de demonstrat devine

2
a+b . .
1+( 5 j >sin? x + (a + b)sin x cos x + abcos’ x &

2
(“;’bj > (a + b)sin xcos x + (ab — 1) cos? x.

S . l1+cos2x . 1. .. . .
Inlocuim cos? x = % ,sinxcosx = 5 sin 2x §i inegalitatea de demonstrat devine

2 2
a+b >a+bsin2x+(ab—1)1+coszx® a+b 2ab_1+ab_lcos2x+a+bsin2x®
2 2 2 2 2 2

(a+bj2_ab—l ab—-1 a+b

sin2x .

[\

cos2x +
2 2

=T

2 2 2
Va fi suficient sa demonstram ca \/(abz— 1) + (a ; bj < (a ; bj - ab2—1

Dar abz— ! cos2x + a ;b sin2x < max[ ab2—1 cos2x + a ; b sin Zx} =
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_ 2
Cum (a bj ab 1 a +Z +2>O este suficient s probam ca
(ab—ljz (a+bj (a+bj (ab—ljz (ab—lj(a+bj2
+ + -2
2 2 2
2
(a+bj 2(ab—lj(a+b} _(a;—bj S0e

B 2 2
(a;bJ —2(ab2 lj—IZOQa erb >0, ceea ce este evident.

Avem egalitate pentrua=b =0 si x = %+ kr cuk €Z.

8.28. Folosind teorema sinusurilor putem scrie
sinC sinC
T E= - +—
a b sin4 sinB
V3 B+d4d_B-4
Ccos

—-2-sin
2 2

> 2 < sin C(sin B + sin 4) = cos(4 — B) — cos(4 + B) <

5

>cos(A4 — B)+ <:>f TCOSB

4 Zcos(A—B)+%©

3cosA_B22cos(A—B)-|~1<:>3cosA_B22[2cos2 —1}+1<:>

4cos? A;B—?)COSA;B—lSO.Fie x=cosA_B

A=B _90°, deci

Ecuatia 4x”> —3x—1=0 are radicinile x;, = 1 si x, =—%. Dar

A-B

cos €(0,1] c [—i,l} . Cu aceasta inegalitatea din enunt este probata.

8.29. Inegalitatea se mai scrie a(l + cos2x)+ 1> cos2y(2 cos 2x +1)— 2sin 2y sin 2x .
Cum max(a cos x + Bsinx)=+/a’ + 7 va fi necesar si suficient si determinim cel
XeR

mai mic numar real a pentru care

a(l + cos 2x)+ 1> \/(2cos 2x + 1)2 +4sin? 2x & a(l + cos 2x)+ 1>+/5+4cos2x .
Pentru cos2x=-1+ ¢ relatia anterioara devine

ag+12\/4g+1<:>a2‘4g+1_1: 4 , pentru orice & >0 .
& 1++1+4¢

Deci a = 2. Prin urmare cea mai mica valoare a lui a pentru care inegalitatea este
adevarata este 2.

8.30. Fie x, y unghiurile lui T, respectiv T, ce se opun laturilor c si respectiv w.
Avem 28, =absinx, 2S,=uvsiny si tindnd cont de teorema cosinusului,
inegalitatea de demonstrat este echivalenta cu:
4abuvsin xsin y < a’ (2112 —2uv cos y)+ b* (Zu2 —2uvcos y) + 2uv cos y(a2 +b* —2abcos x)
=S 2(612\)2 +b%u? )— 4abuv(cos X cos y —sin xsin y) >0 Z(av —bu)2 + 4abuv(l —cos(x+ y)) >0,
ceea ce este evident.

Obtinem egalitate pentru x =y si — = X , adica cele doua triunghiuri sunt asemenea.
v

SR

8.31. Se stie cd i, :bi,/bcp(p —a) sianaloagele pentru iy i ..
+c
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<1 obtinem i2 < p(p—a).

2be 2+/be
+cC

Putem scrie i, = p(p—a) sicum
b b+c

Analog i <p(p-b) si i2<p(p-c); astfel iZ+i} +i><pBp-a-b-c)=p*.
1 1 1 9 9
Cum —+—+52—0—F——2>—

i, i i

2 22 2 2"
¢ Iyt +ig P
C.

Egalitate se obtine pentrua=b =

8.32. Fie MNP triunghiul (T) cu latura MN paraleld cu A A,; notam A;Ag N MN =

={B}, AyA; N MN = {B,} (vezi Fig.12). Evident S(T) < S(PB;B,). Consideram un punct
B; pe latura A4As si avem S(PBB,) < S(BB;,B;), deci S(T) < S(B;B,B3). Vom calcula
valoarea maxima a ariei S(B;B;B3).

Notam cu x distanta dintre BB, si A3As.

Z‘R\/g - x’
V3
(RV3-x) (RV3+2x)

3 2
_R3 RV3_R3
4

Maximul se atinge pentru x= 5 s

9R%\3

triunghiului este S(B;B,B3)vax = .

16
3R*V3
2

Obtinem BB, = in functie de x, unde R este latura hexagonului, deci

S(B;B,B;) =

lar valoarea maxima a ariei

Dar S(H) = . deci S(B BBy = %S(H) si S(T)S%S(H).

Fig.12

8.33. Fie M un punct oarecare pe circumferinta cercului de centru O si raza I,
diferit de punctele A, A,, ..., A,. Dacd |MA,|+|MA,|+...+|MA,|>n, atunci demonstratia

este incheiata.
Sa presupunem ca |MA|+|Md,|+...+|MA,|<n si sa consideram punctul M’

diametral opus lui M. Atunci [M4,

+|M4]>2,1i=1,2, ..., n, deoarece intr-un triunghi

suma a doua laturi este mai mare decét a treia laturd; |M4,

+|MA;|=2 numai dacd M’

coincide cu unul dintre punctele A;, dar acesta nu va influenta semnul de inegalitate stricta

n n
care se va obtine sumand inegalitatile anterioare; deci Z\MA,-HZ\M A;|>2n ; deoarece
-1 -1

>n i deci M” are proprietatea ceruta.

n n
>|M4;| <n, obtinem ca Y |M4;
il il
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8.34. Avem ‘sin(alx)« sin(a,x)-...-sin(a, x) + cos(a, x)- cos(a, x)- .- cos(anx)‘ <

S‘sin(alx)- sin(azx)~ et sin(anx] + ‘cos(alx)' cos(azx)' . cos(a,,x} <

< ‘sin(alx)~ sin(azxj + ‘cos(alx)« cos(azxj .

Indiferent de semnele expresiilor din parantezd vom obtine una din formele
+cos(a, ta, x , pentru care avem +|cos(a; £ a, )d <1.

8.35. Aplicand inegalitatea mediilor, obtinem

(1) (a+b)(b+c)(c+a)S 1 (2a+2b+2c SZﬁ‘ p3 :4p3 _
4abc 4abc 3 27 4-4SR  27SR
1 (2p)° _ 1 (2RsinA+2RsinB+2RsinC)* _
27r R 27r R

=4—R«(sinA+sinB+sinC)2.
27r

Aplicand inegalitatea lui Jensen pentru functia f(x)=sinx, care este concavi pe

33

intervalul (0,7)deducem (2) sin 4+ sin B +sinC < ?3 .
Din ultimele doua inegalitati (1) si (2) obtinem

a+b)(b+0)(0+a)S4R,{3‘BT _R

3 | R
) 4abc 27r 2

r

Pe de alta parte din exercitiul 8.1. (i) rezulta
@ (a+ b)(b + c)(c + a) > 8abc .

Din (3) si (4) se deduce imediat ca R > 2r .

8.36. (i) Fie M’ simetricul punctului M fata de bisectoarea dusa din A. Se observa
imediat ca distanta de la M’ la ¢ este egald cu d, si cea la b cu d.. Fie de asemenea
d! distanta de la M’ la a. Avem evident d/, + M4 > h,, h, este Indltimea dusa din A, de unde
deducem ad), + aM'4 >2S (prin S am notat aria triunghiului).

Dar M4=MA= ad) +aMA>2S .

Pe de alta parte, 2S=cd,+bd. +ad!, de unde deducem

aMA>cd, +bd,. = MA>d, «£+dc ﬁ;analog MB>d, «£+dc 4 si MC>d, £+da 2.
a a b b c c

Adunam si obtinem
MA+MB+MC=>d, (b+gj+db (a+cj+d6(2+b);

Cc c a a

b b .. . .
dar 245> 2, 4.5 2, 2.%59 , de unde rezulta inegalitatea din enunt.
c b c a b a

. d oo~ d LN .
(ii). Avem —° =sin MCB,—%— =sin MCA si analoagele, deci
MC MC

(da +db )(db +dc)(da +dc)
MA-MB-MC

3
A
(Z sin MCAJ
= (sin MCA+ sin MCB](sin MAC+ sin MABJ[sin MBA+ sin MBCJ < T .
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. . o . . .o . . .
Dar suma acestor unghiuri este 180 , deci maximul expresiei din dreapta se atinge

3
atunci cand toate unghiurile sunt egale cu 2, adicd @, +d,)dy +d Yd, +d.) <3y dar
6 MA-MB-MC 27

egalitate avem pentru ABC triunghi echilateral si M centrul sau.

8.37. Construim paralelogramul AEBO si notdm cu N mijlocul laturii AB. NC este
mediana in triunghiurile ECO si ABC de unde folosind teorema medianei deducem

(1) 2[p> +a?)-c? =2(0c? + EC?)-0F? .
Lungimea medianei care porneste din O, a triunghiului OEC este mai mare decét 0,
deci 20E* +20C* —EC* 2 0.
Inlocuim pe EC in (1) si obtinem 20E* +20C? — (bz +a’ )+ %Cz —%OE2 +0C?* 20

adica %OEZ +30C* 24% +b* —%cz.

Dar OE? =204° +20B? —¢* , pentru ci OE este dublul medianei in triunghiul
AOB.
Obtinem 304> +30B* —%cz +30C? 2a* +b? —%cz sau
3047 + 08> +0C? )= a® + b7 + ¢
(i1) Relatia din enunt poate fi generalizata in felul urmator: Fie O, 4,,...,4, n+l

n
puncte in spatiu. Atunci: nY, 047 > ZAl.Ajz. .

i=1 i<j

> o4,

i=1

Intr-adevir, 0<

-($01)$on)-£ 04 01 -

i=1

=S047 + $.04,-O4, =n3. 042 -

1
i=l Iy i1 2izj ‘ i1 i<j
—nY 042 - Y A4,4> .
i=1 i<j ’
8.38. (i) Se studiaza monotonia functiilor f, g : [0, %) —R,
f(x)zsinx—x,g(x)ztgx -x.

(ii) Fie f : [0, %) SR, f(x)=2sinx +rgr —3x.

—3=cosx+cosx+ -3

Cos™ Xx COoS X

Avem f’(x) =2c0sx +

233\/cosx~cosx~ -3=3-3=0,

cos” x
deci f este crescatoare si cum f(0) = 0, avem ca pentru 0<x <% , f(x) > £(0) = 0.

(iii) Functia f : [O,%)—»IR, F(x)=22% este strict descrescatoare si cum
X

. sinx <
lim—— =1 deducem ca 1>
x>0 X a b

. . sin —
i b . . .
S MO 22 de unde deducem imediat inegalitatea

K T
2

din enunt.
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3 5
X

(iv) Se consideri functia f: [0,00) =R, f(x)=sinx—x+ 3T

2 4 3 2
Cum f’(x):cosx—l+%—);—!, f”(x):—sinx+x—%, f(3)(x):—cosx+l—%,

F@(x)=sinx—x<0 iar 7'(0)=£"(0)=r®(0)= ¥ (0)=0, deducem din aproape in aproape

ca f este descrescatoare, deci pentru x = 0, f(x) < f(0) = 0.

(v), (vi), (vii). Analog cu (iv).

2 n
8.39. Considerim f,, : [0,00) —R, f,(x)=e" —(1+x+x+...+xj.

Din f) = f,, pentrun > 1 si fn(O): 0 pentru orice n = 0, deducem din aproape

in aproape ca f, este crescdtoare, deci pentrun > 0, £, (x)> £,(0)=0.

8.40. Fie f: R—R, f(x)z ai +..a, —n.

Avem ca f(x) = f(0) = 0 pentru orice x € R, deci 0 este punct de minim pentru f.
Conform unei teoreme a lui Fermat,
f'(0)=0=Ina, +..+Ina, =0 In(g,..a,)=0=a,..a, =1.

8.41. (i) Notand x=b+c—-a,y=a+c-b,z=a+b—-c, inegalitatea se reduce la
(x+y)y+z)z+x)>8xyz , care este adevirati (vezi exercitiul 8.1).
Egalitate avem cand triunghiul ABC este echilateral.

(i1). Avem R:Z—Z;C si r=% iar S:\/p(p—a)(p—b)(p—c).

a—bc2§©8S2 < pabc &
p
Sp(p—a)(p—bXp—c)Spabc = (—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)§ abc
ceea ce este adevarat conform (i).
(p-b)p—c)
bc

Inegalitatea de probat, R > 2r este echivalenta cu

TR . . . . B . . .
(iii). Inlocuind smg = si analoagele pentru sin > sm% inegalitatea
este echivalenta cu (i).

b2 +c?—a?

(iv). Inlocuind cos 4= si analoagele pentru cos B,cosC inegalitatea din

C
enunt este echivalentd cu (—az +b% + cZXaZ b+ CZXaZ +b? —cz)s a’*b’c?, care se
demonstreaza ca si (i).

(v). Cum functia f : [0,7) =R, f(x)=sinx este concavi, conform inegalitatii lui
. . A+B in 4+ sin B +si . . .
Jensen avem cd sin 3 C > S +SH; *sinC < sinAd+sinB+sinC < %; Avem
egalitate in cazul cand ABC este triunghi echilateral.

(vi). Rezulta din (v) tinand cont de faptul ca
sinA+sinB+sian3

sinA-sinB-sinCS( 3

.. . . A . B . . P
(vii). Avem ca cos 4+ cos B+ cosC =1+ 4sin 5 sin B sm% si aplicam (iii).

1 1 9
>

(viii). Folosim (v) si faptul cd —— + ——+ ——>— - —.
sind sinB sinC sinA+sinB+sinC
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8.42. Conform inegalitatii mediilor, avem
log, 3 +log; 4+...+log, (n + 1)> (n— 1)"*\1/10g2 3-log;4-...-log, (n + 1) =
=(n—1plog,(n+1).

Este deci suficient s demonstram ca

n-1
(n—l)”llogz(n+l)2n<:>”llogz(n+1)2nl<:>log2(n+l)2(l+lj .
v { —

n-—1

Pentru n = 5, 6 inegalitatea se reduce la un calcul elementar.
Pentrun > 7 avem n+1 > §, deci

n-1
10g2(n+1)23>(1+11) .

_ 2 2 12
8.43. Notam Pn:l-é-...-zn 1;ob;inem P,f:l-z'—-s—-...-u-L si
2 4 2n 2 2-4 4.6 " (2n-2)-2n 2n
2 2
deoarece pentru k > 1, avem (2k-1) = (Zk_? >1, atunci
(2k-2)-2k (2617 -1
P,12>l'L3P,1>£' 1 .
2 2n 2 Jon

Pe de alta parte, deoarece pentru k > 1, avem
2k -1)2k +1) _(2k)* -1

= 1,
(2k)? (2k)?
deci
P,f=%-3%25‘---~(2n_1)(2n2_3)‘2n_21<3~i:>1’,1<£‘ 1
4 2n-2* (20 4 2n 2 Vo

8.44. Deoarece suma din membrul stang are pn termeni, putem scrie:

2
1 + 1 +.“+L> (pn) an

pn+1l pn+2 an_(pn+l)+...+(2pn):3pn+l
(avem egalitate pentru p =n = 1).

8.45. Conform inegalitatii mediilor avem:

k-1, ~k ko, ke k K+l K+l
\/Crllc—l . C,I: + \/Cylf . Crllc+1 < Cn + Cn + Cn + Cn+ — Cn+l + Cn:l — CnIZ
2 2 2 2
Ck+1
Cum pentru n > 2k, avem inegalitatea ”T*z <ck | deducem inegalitatea ceruta.

8.46. Rezulta din forma integrala a inegalitatilor lui Cebasev alegand g : [a, b] —R,
g(x) = x, pentru orice x € [a, b].

8.47. (i). Se face inductie matematica dupan ;
(i) rezultd imediat din (i) considerdind sumele Riemann atasate diviziunii

k . . .
A,:a=xy<x <..<x,=b cu x, =a+—(b—a) si punctele intermediare &, =x,,0<k<n.
n
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a+p- '[g(r)f(r)dr
inmultind cu f- g(s) si apoi integrand in raport cu s de la @ la t obtinem

POy oohis = e -
“arplel)r ‘

8.48. Din enunt deducem ca pentru s € [a, b] avem

t

Sﬁfg(s)ds:

t

ln[a + [ if(s)g(s)dsj - ln(a)S p- ig(s)ds = ln(a + 0 if(s)g(s)ds} < ln(a)+ p- ig(s)ds =

t

- (s )ds

:a+ﬂ«}f(s)g(s)ds§aoeﬁ'{g

Cum f(t)S a+f- j f(s)g(s)ds deducem ca f(t)S a- eﬁ{g(‘v)ds , pentru orice t€[a, b].

8.49. ([19]). Daca in forma integrald a inegalitatii lui Jensen ludm g(x) = x, atunci

b
obtinem f{a +bj§1 [ f(x)dx .
2 b—a |
A doua inegalitate se justifica astfel: datorita convexitatii lui f avem

b—x xX—a b—x xX—a
f(x):f(b—a .a+b—a .bjsb—a .f(a)+b—a .f(b)’

iar de aici, prin integrare, deducem

z f(x)dxs# [bx—x;Jb

—a. b—a
:f(a).[bz_bz_abﬁz}f(b).(aubz_ab_cﬂ]:(b_a).f(aﬁf(b).
b—a 2 2 b—a 2 2 2

La a doua inegalitate se poate ajunge si astfel:

avem f(ra+(1-2)b)<tf(a)+(1-2)f(b)= f((a=b)+b)<(f(a)- B+ f(b) cu t € [0, 1];
deci i Fla—bY+ bt < i [£(a)= £+ £t

ke (rta) 1 6)

a

=

+f(b)‘t‘:) =3 bia~l£f‘(x)dxﬁf(a);f(b) .

0

8.50. ([19]). Pentru ca f este bijectie crescatoare, avem f(0) = 0 si f(a)) = P.

a
WA (x)dx reprezintd aria regiunii aflate intre graficul functiei, axa absciselor si
0

b
dreapta de ecuatie x = a; [ f “(x)dx reprezinti aria regiunii aflate intre graficul functiei,
0

axa ordonatelor s§i dreapta de ecuatie y = b. Suma acestor arii nu poate fi mai mica decét
aria dreptunghiului format de axe cu dreptele de ecuatiix =asiy =b.

t
Trecand la demonstratie, sd considerdm functia g(¢)=b7—[ f(x)dxcu t € [0, a].
0
Avem g'(t)=b- f(t) si astfel g are in f~'(h) un punct de maxim.

Avem b~ 1 (ekiv= ela)< ol 0)-tr (b)_'fifl?(x)dx:
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S7b) S7(b)

=b- /7 (b)- Ix Flac=b- 7 (B)=x sG]+ Ixf()

b B0 A T () S e =

ST ST (b))fl(x)dx=§fl(x)dx

0
de unde deducem inegalitatea de demonstrat.

8.51. (i). ([19]). Consideram functia

(a2 |2 JAB L 9l (S up | xr S p2
(g {15 | (n v e

iar inegalitatea din enunt revine la a demonstra cd A ;2 0.

Pentru aceasta este suficient s3 aratdm ci existd AER astfel incat f(A) <O0.

Avem
R /“b abx+b? | =3 ax—b 2B L ax—p, |ab |
ab i=1 ab AB
_ n 2 _ b AB _ﬁ ab
_izzlal. [x " — X R T
Daca intersectia intervalelor { "ZB JAB:I i€ {l, 2, ..., n} este nevida,
a;

atunci pentru un A comun tuturor acestor 1ntervale avem f()») < 0. Aceasta intersectie este

nevida daca si numai daca 1/ 1/ ., n},
AB ab

inegalitate care este adevarata conform condlgulor dm enunt.
Ne-a mai ramas analiza cazului de egalitate.
Pentru a avea A, =0 trebuie ca intersectia tuturor intervalelor in discutie sa contina

b, ,
un unic numar A, iar pentru x = A fiecare din numerele [x - AB][x _b Z;] 1e {l,

fx)=

X M:

ab
2, n} sa fie zero. Aceasta inseamna ca pentru orice i € {1, 2, ..., n} trebuie sd avem
b, [4B l— ab
AB’

. . b, b,
Fie I, J cu InJ=9, I1uJ={2,.,n}cu proprietatea A =—’,/£ = —"Ja—b R
a; Vab a; \AB

b
pentru oricei € Isij € J. Avem —, 4B _ ab b A 7/.3,
ab AB a b a; B
b,
Dar—’ AZlZ—j‘g slatunm— é —j~£—l adicd a; =A,b; =b,a; =a,b; =
a; b a; B a; b a; B

J i J
In aceste conditii, notdnd cu p numarul de elemente din I si cu q numarul de
elemente din J (evident, p+q=n), inegalitatea devenita egalitate capata forma

(pA2 +qa Xpb2 + qu AB ab
(pAb + an AB
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4abAB(pA2 + qa2 Xpb2 + qu ): (AB + ab)2 (pAb + an)2 =
0= p*[4202(4B + ab)® - 4ab* 4° Bl ¢ |a*B* (4B + ab)? - 4a*b4B* |+
+ 2pq[abAB(AB +ab)’ —2abA’B* - 2a3b3AB]<:> 0=(p4b-qaB)* =

naB
Ab =qaB < pAb=(n—plaB < p = .
pAb=qaB < pdb=(n-plaB < p=—"—
Deci egalitate in cazul acestei inegalitdti se obtine in cazul In care numarul
B . g .
sz este natural, apoi pentru p indici 1 € {1, 2, ..., n} avem a; = 4,b; =b1iar
(Ab+aB)
pentru ceilalti n- p indicii € {1, 2, ...,n} avem a; =a,b, =B .

Observatie. Este usor de constatat cd o demonstratie asemanatoare avem pentru o
inegalitate mai tare:

Fie0<a<A,0<b<B,a,...,a, E€[a,A]l,b,...,b, €[b,Bl,p1,...,pn>0 si

[Zp, a; j[Zp, j 2
n > 2. Sa se demonstreze ca ~* sl- 1/ﬁ +,/a—b ;
n 4 ab AB

o)
(i) Alegem F(1)= (’} e (x)de o [\/E . \/; J . [}’ f(x)g(x)dxj e l} (Mo =
- Bt 200 o

Cum F are coeficient dominant pozitiv daca ardtdm ca existdi A € R astfel incat

F(L) =0 atunci A, >0 si inegalitatea este demonstrata.

Pentru aceasta este suficient sa aratam ca existd AER astfel incat

Un astfel de A existd daca pentru orice X, y € [a, b] avem

s RS g ~g(x) < RS
RS f rs -g(y) s

inegalitate adevarata conform condl‘gulor din enun‘g.

Capitolul 9 : Structuri algebrice finite

9.1. Fie z;, zeU, = z{= z, = 1. Deoarece (zl'zgl )Y =2z7-z3"=1 deducem ca
U,<(C*,"). Analog, dacd z,, ;€T = |z| = |zo| = 1, atunci | z,z5'| = |zi|| z'| =1, adica
71z, €T, deci T < (C*,).

9.2. Asociativitatea Tnmultirii rezultd imediat prin calcul (de exemplu : a(bc) = aa =
=1 iar (ab)c =cc =1, e.t.c.).

Elementul neutru este 1, iar a' = a, b’ = b, ¢ = ¢. Comutativitatea grupului K
rezultd imediat din tabela (ab =ba =c, e.t.c.).

9.3. Vom demonstra ca in orice grup necomutativ G exista cel putin cinci elemente
distincte.

179



Cum G este necomutativ, existd x, yeG astfel incat x # y si xy # yx. Atunci 1, X, y,
Xy, yXx sunt distincte doua cate doua.
Rezulta de aici cd orice grup cu cel mult cinci elemente este comutativ.

9.4. Fie G o multime cu n elemente (neN*), G = {a,...,a,}.

Dacd i, je {0, 1, 2,...,n-1} definim a;-a; = a,, unde r este restul impartirii lui i+j la n.

Aceasta inmultire este evident asociativad, comutativa, elementul neutru este a,, iar
simetricul lui a; este a,;, pentru orice i€ {0, 1, ..., n-1}.

1 a b
95. Fie G = ¢/0 1 c|:a,b,ceZ,;; se probeazd imediat ca (G, -) este grup
0 0 1
necomutativ cu p’ elemente.
1 a b
Pentru A= |0 1 c¢|eG deducem imediat prin calcul ca
0 0 1
1 pa pb+ ;7(16‘1777l
AP=10 1 pc =1
0 0 1

(deoarece a, b, ceZ,).

9.6. Fie xeG fixat. Definim f;: G — G si g, : G— G prin f,(t) = xt, respectiv g,(t) =
tx. Din conditiile din enunt rezulta ca f, si g sunt injectii, $i deoarece G este finita, ele vor
fi bijectii. Atunci exista e;, ;€@ astfel incat fi(e) = X si g(€2) =X = Xe; = X =X.

Avem xe, = (xe1)e; = X(e1e;) = X, deci eje; = €, i e;X = e1(eX) = (e1€,)X, deci eje; = e;. Am

not

obtinute = e; =e;.

Vom demonstra ci e este element neutru, adica ey = ye =y pentru orice y din G.

Intr-adevar putem scrie y = tx = xq cu t, q €G si atunci ye = xte = tx =y iar ey =
exq =Xxq =Y.

Tot din faptul ca f, si g sunt bijectii rezultd ca exista x' si x"” in G astfel Incat
f(x)=esi g(xN=e=>xx'=x"x=e=>x"=ex' =x"xx'=x"e= x",decix ' =x"=x"
este inversul lui x. Cum x a fost ales oarecare in G, atunci orice element din G este
inversabil, deci G este grup.

9.7. (i). Evident, deoarece G este un grup abelian, se verifica usor cd (M (G), +)
este grup abelian.

Deoarece orice matrice A = (a;) ;.,, €Mmn(G) se identificd cu o functie f: {1, 2,
1<j<n

..m} x{l,2,...,n} = G, (i, j) = aj si reciproc, deducem ca numarul elementelor lui
M,,.(G) este egal cu numarul acestor functii, adica cu r'™" (vezi Propozitia 7.1.11, (i)).

(ii). Presupunem cd ma # nb si sa admitem ca M(a,b) = &.

Fie A= (a;) €M(a,b). Calculand suma elementelor matricei A in doud moduri, si
anume :

m

m n n m n
2 ay=2(Xay)=2a=ma respectiv 3 a; =3 (Xa;)=2>2b=nb
1<i<m =1 j=l i=1 I<i<m j=1i=1 j=1

1<j<n 1< j<n

rezultd ca ma = nb, contradictie. Deci M(a,b) = .
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(ii1).  Matricele din M(a, b) se obtin de maniera urmatoare : la intersectia
primelor m-1 linii si n-1 coloane punem la intdmplare elemente din G. Fixam o astfel de
matrice. Primele n-1 elemente ale ultimei linii si primele m-1 ale ultimei coloane sunt unic
determinate. Din conditia ma = nb este unic determinat si elementul de pe pozitia mn.

Avem deci ™™ elemente in M(a, b).

9.8. Fie xeG si A' = {xa"' : acA}cG. Evident |A'| = |A|. Daci A'"B = @&, atunci
|A'UB| = |A'| + |B| = |A] + |B| >|G|, absurd, deoarece A' U B cG. Deci exista be A'mB astfel
incatb = xa"' = x = abeAB, adicd G < AB si cum AB = G = G = AB.

9.9. Faptul ca G este comutativ se probeaza imediat.

Séa presupunem ca G este finit §i fie H subgrupul Iui G cu proprietatea ca este cel
mai mare avand ordinul o putere a lui 2 (deci [H| = 2" iar n este cel mai mare numar natural
cu aceasta proprietate).

Deoarece pentru orice xeG, x #1, xX=1= {1, x} <G, decin >1.

Intentiondm sa demonstram cd G = H si atunci va rezulta ca |G| este o putere
naturald a lui 2.

Sé presupunem prin absurd ca existd xeG \ H. Atunci H' = H U (xH) < G (se
probeaza imediat) si cum HN(xH) = & deducem ca [H'| = [H| + [xH| =[H|+/H| = 2|H| = 22" =
=2""_ contrazicand astfel maximalitatea lui n. Rdméne deci ca G = H, adica |G| =2".

9.10. Fie ord G=nsi S = { (a1,a,...,3,) : a€G, 1 <1< p, aja,...a, = 1}. Atunci S
are n*”' elemente (Intr-adevar, daca a;,a,,...a,.1€G arbitrare = a, = (alaz...ap_l)'l, deci cum
ay, ..., a,€G si G are n elemente, rezultd ca S are n"! elemente) .

Definim relatia de echivalenta ~ pe S astfel x~y <> x este o permutare ciclica a lui
y. Atunci clasa de echivalenta a lui x = (a,, ..., a,) contine exact un singur element daca toti
a; sunt egali, si exact p elemente in caz contrar, deoarece p este prim.

Intr-adevar, fie x = (ay, ..., a,) §i 1, j primul si ultimul rang pentru care a; = a; i a; =
=a, =..=a, =gcui<iy<..<i<j,k=0(dacik=0,1, =})).

Ca sa obtinem prin permutari circulare pe locurile i, iy, ..., iy, j aceleasi elemente ar
trebuisdavem: p+i-j=j—-ix=..=i-i=n2k=j=(k+In+i=>p=n+j—-i=n+
+(k+1)n+i—-i=n(k + 2). Dar p este prim atunci n=1sip=k+2 =i, =i+1,, =1+
t2,..,j=i+tk+1=p-1+i=a, =..=a, siinacest caz rezulta ca toate cele p

permutari circulare sunt distincte.

Fie r numarul claselor cu un element si t numarul claselor cu p elemente.

Atunci : r +tp =n"" si cum p | n rezultd p | r. In plus r este diferit de zero pentru ci
(1,1, ..., 1) €S, deci r este numarul solutiilor ecuatiei x* =1 in G.

9.11. Fie aeG \ H si functia f, : H > (G \ H), f,(x) = ax. Evident f, este corect
definita si injectiva; deoarece G \ H are un numar finit de elemente, rezulta ca si H are un
numar finit de elemente. Cum G = H U (G \ H) deducem ca G este finit.

9.12. Fie G| un grup abelian finit §i p= [Jx. Atunci :

xeG,

2
(1) pz{nxJ = M- Tlx=Tx- Tx'= T ) =1,

xeG, xeG)  xeG xeG,  xeG, xeG,
Fie H < G cu proprietatea (A), p=[[x, a=[]x si B= []x.
xeG xeH xeG\H
Cum o-f = p si a = B, rezultd ci o’ = p. Considerand in (1) pe H in loc de G,
rezultd cd o’ = 1, deci p = 1.

181



FieH, <G,H,#G, 0, = [[x sip;= [[x.CumaB, =p=1,rezultici p,=a; .

xeH, xeG\H,

Dar, din (1), ocl2 =1, deci (xl_l = ;. Obtinem f; = a;, deci H, are proprietatea (A).

9.13. (i). Daca G si H sunt grupuri finite, atunci in mod evident s(GxH) > s(G)-s(H)
(caci G' <G, H' <H = G’ x H' < Gx H), astfel s(G") < (s(G))".
x

B[ EKL)
S(K™) s(K)

Pentru grupul lui Klein K avem [K| = 4, s(K) = 5 astfel ca

=(:j pentru orice ne N*

Fie acum aeR, a>0.

na

4" . o A (4
Deoarece (5) ———0, existan, € N* astfel incét (5) <a.

A ; K| _(a)™
Alegand G=K " avem <|=| <a
s(K) "\ 5

a

pz >a. Alegand grupul G=(Z , ,+)

(ii). FieaeR, a>0. Existd p, prim astfel incat

‘Z
Pa
avem —Pa a.

s(Z,) 2

9.14. Conform exercitiului 9.1. U, < (C*,.).

Avem U, = {zy, 7y, ..., Zn.1}, unde z, = cos(2kn/n) + i-sin(2kn/n), k=0,1,..., n-1, de
unde rezulta ca | U, | =n, §i cum z = zf ,k=0,1,...,n-1 deducem ca U,= <z,> adica U, este
grup ciclic.

Observatie. U, va avea @(n) generatori si anume elementele de forma z cu (k, n)=
=1,1<k<n.

Un generator al lui U, poartd numele de raddcina primitiva a unitatii de ordin n.

9.15. Daci H, KeL(Z,+) atunci HAK=H n K.

Trebuie sa demonstram ca mZ N nZ = [m, n]Z. Notdm cu t = [m, n], i atunci t =
mm; = nn,. Fie xemZ N nZ; atunci X = mx; = nX,, cu x;,x,€Z,deci m|xsi n|x.

Cum t = [m, n] rezulta ca t | x, adica xetZ. Invers, fie xetZ; atunci x = tx;, cu
x,€Z, deci x =mm,x, =nn;x;, ceea ce aratd cd xemZ si xenZ.

Analog se demonstreazd cd H v K = (m, n)Z (este de fapt subgrupul generat de
HUK).

Distributivitatea lui (L(Z, +), <) rezultda din faptul ca ( N, | ) este o latice
distributiva, folosind cele demonstrate anterior.

9.16. Fie f, geSx(Y), adici f(Y) = g(Y) = Y. Atunci (fo g ")(Y) = f(g (Y)) = f(Y)=
=Y, adici fo g "' eSx(Y), deci Sx(Y) < Izom(X).

9.17. ([45]) Fie (C) cercul circumscris poligonului P, de centru O, r raza sa iar A,
A,, ..., A, varfurile poligonului; avem in mod evident d(A;, O) = r, pentru orice i=1, 2,
...,nsi d(A, O) <r pentru orice Ae P.— {Ay,..,An}.

Pentru o izometrie gD, avem: (p(? D)= P, osi d(p(A), o(O)) =r1,i=1,2,...,n
iar d(p(A), ¢(0)) <r, pentru orice Ac P, — {A,, ..., A,}.
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Rezulta imediat ca (O) = O si (A€ {Ay, ..., Ay}, pentru oricei= 1,2, ..., n.

De asemenea, se deduce imediat ca p si € din enunt sunt elemente ale D,

Obtinem astfel 2n elemente distincte ale lui D,: 1, p, p, ..., p™, &, pg, p’e,...,.p" .

Sa demonstram acum ca D, are cel mult 2n elemente (de unde va rezulta concluzia
exercitiului).

Pentru aceasta, sd observdm ca pentru @eD,, cum @(A)e{A;, ..., An},

varfurile adiacente ale lui A;.
De asemenea, izometria @ este unic determinatd dacd definim ¢(A;) si ©(Ay)
(deoarece @(0O) = O), deci |D,| < 2n si cum D, are deja 2n elemente distincte, deducem ca:

Dn: {1’ p’ pz’ e pn-l’ &, p85 p285 ey pn-lg}.

9.18. Se stie ca orice permutare se scrie ca un produs de transpozitii.
Totul rezultd acum din faptul ca orice traspozitie (i, j) cu 1<i<j se scrie sub forma:
(i, _]) = Tt Tir1 TiTiwr o+ Teg

9.19. Totul rezulta din faptul ca orice traspozitie (i, j) cu 1<i<j se scrie sub forma:
(1,)) =ty

9.20. Totul rezulta din faptul ca orice traspozitie (i, j) cu 1<i<j se scrie sub forma:

(i,J) = (i, k)@, k), k).

9.21. Tinand cont de exercitiul 9.20. este suficient s demonstrdm ca orice
transpozitie t; = (i, i+1), 1 > 2 face parte din grupul generat de 7 si G.

Acest lucru rezulta din relatiile : 6 't =(1,n),6 t16° =6 '(l,n) 6 =(n-1,n) =
=11, 6 216 =6 "1 6=02,n-1)=1,,...,6 "1 =6 "1350=(2,3) =1, tinand
contci o '=(n, 1,2, ...,n-1).

9.22. Se stie ca orice permutare para este produsul unui numar par de transpozitii.
Dacia doua transpozitii vecine (i, j), (k, t) au proprietatea ca {i, j}n{k, t}=, atunci
1Lk, t) =@, k, ), k, t), iar daca {i, j}n{k, t} # D (sa presupunem cdi = k) avem
1, 3, 1) =@, t, ).

9.23. Conform execitiului 9.19. orice permutare pard este un produs par de
transpozitii de forma (1, 1),1=2, 3, ..., n. Deoarece (1, 1)(1, j) = (1, j, 1), afirmatia din enunt
rezulta din egalitatea (1, j, 1) = (1, 2, 1)(1, 2, 1)(1, 2,j)(1, 2, 1).

9.24. Dacd o = (i}, iy, ... , i;) este un ciclu de lungime r (r < n), atunci o' = e

. . 2,. . . . . . o

deoarece, de exemplu a(i;) = i, o(i;) = 13, ... , a'(i;) =i}, s.a.m.d. iar din calcule se vede ci
r este cel mai mic numar natural cu proprietatea o = e.

9.25. Fie 6€8S,. Daca o este para, consideram
B 1 n n+l n+2
Ontlm (0(1) v o) n+l n +2] ’
care este evident in A,1,.
Daca o este impara, consideram
_ 1 e n n+l n+2
Omezm1= [O’(l) . o(n) n+2 n+1j ’
care face parte tot din A ;.
Sa notam prin f : S, — A+, asocierea de mai sus si sd demonstram ca f este
morfism de grupuri (in mod evident f este aplicatie injectiva).
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Fie deci o, t1€8S,; daca o, t sunt pare, atunci si oo T este para, astfel ca:

f(G)Z[ 1 n n+1 n+2J si f(7)= [ 1 ... n n+l n+2J,
ol .. on) n+l n+2 () .. z(n) n+l n+2
n n+l n+2

deci (o) © f(r) = [0'(1(1)) . o) n+l n+ 2) ~floon).

Analog se procedeaza in celelalte cazuri tinand cont de faptul ca prin compunerea a
doud permutari de aceeasi paritate obtinem o permutare para iar prin compunerea a doua
permutari de paritati diferite obtinem o permutare impara. Deoarece f este morfism injectiv
de grupuri deducem ca S, poate fi privit ca subgrup al lui A, .,.

9.26. Vom demonstra cd daca ceZ(A,) (n >4), atunci c =e.

Sa presupunem prin absurd ca ¢ # e, atunci exista ie {1,2, ...,n} astfel Incat o(i) # i
si fie j = o(i) # 1.

Cumn >4, existak,t € {1, 2, ..., n}\{i,j}.

Dacd notam oj« = (j, k, t), atunci oj €A, si astfel ar trebui ca 6oj = GjO.

Scriind ca in i este adevarata ultima egalitate, deducem ca j = k — absurd si astfel
deducem ca Z(A,) = {e}.

9.27. Vom demonstra ca daca c€Z(S,) (n > 3), atunci c =e.

Sa presupunem prin absurd cad c+e, atunci existd ie {1, 2, ..., n} astfel incat o(i) # i
sifiej=o(i) #1. Cumn 23, existi k € {1, 2, ..., n}\{i, j}. Daca notdm oy, = (j, k), atunci
6ix0 # 6Gj deoarece (630)(i) = k iar (ooj)(i) =j. Acest lucru este contradictoriu, rezultand
astfel ca Z(S,) = {e}.

1 2 ... n-1
2 3 .. n
pard pentru n impar si impara pentru n par. Cum pentru orice xS, X" este pari, rezulti ci
pentru n par ecuatia respectiva nu are solutie.

Fie acum n = 2k+1 cukeN",
Pentru k = 1, 2, 3 se verifica prin calcul ca solutiile cautate sunt respectiv :

1 23 1 2 3 45 1 23 45 67
X = ,X= , X = .
31 2 4 51 2 3 56 71 2 3 4

In cazul general, vom demonstra ca singura solutie a ecuatiei :

9.28. Permutarea (1, 2, ..., n) = ( n] are n-1 inversiuni, deci este

) 1 2 .. 2k 2k+1

X = este permutarea
2 3 . 2k+1 1

(1 2 k-1 k k+1 ... 2k+1
k+2 k+3 ... 2k 2k+1 1 .. k+1

Fie x(1) = a. Dacd a = 1, atunci x*(1) = x(1) = 1 #2 — absurd.

De asemenea, din x(1) =2 = 2 = x(2) — absurd, deci a >2.

Daci a >2 , atunci x(2) = x(x*(1)) = x*(x(1)) = x*(a) = a+1 si prin inductie dupa j si
t se aratd cd x(j) = atj-1 pentruj=1, 2, ..., 2k+2-a si x2k + 2 —a+ t) =t pentru t=1, 2,
.o a-l.

. 1 2 .. 2k+2-a 2k+3-a .. 2k+1
Decix = .
(a a+l ... 2k+1 1 .. a—l]

Deoarece x(a) = x*(1) =2 = 2k+4-a = a = a = k+2, de unde rezulta forma lui x pe

care am amintit-o mai sus.

9.29. ([34]) (i). Fie 6 = (i,0(i,), ...,6™ " (i,)) un ciclu de lungime m, cu p4 m.
Se observa imediat ci 6® = (i,, 6°(i,), 67 (i), ..., 6™ P(i,)).
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Deoarece (m, p) = 1, resturile pe care le dau la impartirea cu m numerele 0, p, 2p,
..., (m-1)p sunt toate numerele 0, 1, 2, ..., m-1 (eventual intr-o alta ordine). Deducem ca
o este un ciclu de lungime m. Cum o™ = (1) = e deducem ci {i,, 6(i), ..., c™'(i,)} =
={iy, 6°(iy), ... ,6"™(i,)}, adica o si o” au aceeasi orbita.

(ii). Fie m = kp iar 6 = (io, 6(i,), ..., 6™ (i) un ciclu de lungime m.

Tinand cont de egalititile i, = 6*°(i), o(i,) = "' (i,), ..., 6'(i,) = "™(i,),
deducem ci 6 = (i, ,6°(iy),. . .,6¥ P(i))-(c(io) , 6" P(y), .., CP())...(6" (i), ...,0" (i),
.., o™ PG )y “adicd o este un produs de p ciclii disjuncti, fiecare avand lungimea k =
=m/p.

9.30. ([34]) (i). Fie 6 un ciclu de lungime m, unde (m, p) = 1.

Atunci exista q €{1, 2, ..., m-1} astfel incat pq = 1 (mod m). Daca notam 1 = 7,
atunci din pq = 1 (mod m) deducem cé (q, m) = 1 si atunci, conform exercitiului precedent
va rezulta ca o® = 7 este un ciclu de lungime m si in plus ©° = 6*? = 6 (deoarece ¢ = e).

(i1). Fie ciclii disjuncti de lungime k:

G =(ii1smif )

c,=(@y.,i7,..17 )

Considerand atunci urmatorul ciclu de lungime kp:

.1 . -1 . .1 . « - . -
'c=(10,...,1{)’,11,...,1{’,...,1,{71,...,1{,’71)se constatd imediat cd T = 6;-G;...C,.

9.31. ([34]) "=". Sa presupunem ca ecuatia X" = ¢ are o solutie xeS,. Consideram
descompunerea lui x in ciclii disjuncti x = Xx;X;...X,.

Sa presupunem ca dintre acestia x,Xs ,..., X; au lungimi divizibile cu pz, Xit1se - 5X
au lungimi divizibile cu p dar nu cu pz, iar Xj1,..., X;au lungimi nedivizibile cu p.

— P = (g P PY\(x P Py(x P P
Astfel, (1) o=x"=(X{ ...x] )Xy X)X X))
Conform exercitiului anterior, puterile xj’ﬂ,...,xf’ sunt ciclii de lungimi egale

respectiv cu lungimile ciclilor xj.4,...X;, deci nedivizibile cu p. De asemenea orbitele lor

P XP

sunt respectiv egale, ceea ce ne arata ca x [P &

sunt ciclii disjuncti.

p p

Tot din acelasi exercitiu deducem ca fiecare din puterile X}, ,....x; este un produs

de p-ciclii disjuncti de lungimi care nu se mai divid cu p si acesti ciclii riman disjuncti n
totalitatea lor (au orbitele incluse in orbitele ciclilor Xi.4,...,X;).

De asemenea, fiecare din puterile x ,... , X7

7 este un produs de p-cicli disjuncti de
lungimi divizibile cu p si 1n totalitatea lor ciclii care apar raman disjuncti.

Sa presupunem ca descompunerile acestor puteri sunt :

Xf’=x11~X12...x1p, ................... ,Xip:Xil'Xiz...Xip

Tinand cont de cele de mai Tnainte, deducem ca ciclii care au lungimi divizibile cu
p sunt X, ..., Xip, Xa1, ---» X2ps ---» Xi15-.,Xijp §1 NUMAi acestia; cate p dintre acestia (si anume
exact in ordinea in care sunt scrigi mai inainte) au aceea si lungime.

Deducem astfel cd dacd fixdm o lungime divizibila cu p de la ciclii din
descompunerea lui o, sa zicem mg, numarul o al ciclilor de lungime m; este un multiplu de
p(s=1,2,...,k).

"«=". Sa presupunem ca toate numerele o, o, ..., oy sunt divizibile cu p. Atunci
cei o ciclii de lungime m,; (m; divizibil cu p) pot fi impartiti in grupe de cate p ciclii si
conform ex. anterior produsul ciclilor dintr-o asemenea grupa este puterea p a unui alt ciclu
(a carui orbita este reuniunea orbitelor celor p ciclii). Deducem astfel ca produsul celor o
ciclii de lungime m, este un produs de puteri de p-ciclii disjuncti. Analog pentru produsul
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celor oy ciclii de lungime m,, s.a,m.d. pana la produsul celor oy ciclii de lungime my (m;,
..., my fiind numerele divizibile cu p).

Consideram acum si ciclii de lungime my.y, ..., m, (lungimi nedivizibile prin p), tot
conform exercitiului precedent, fiecare asemenea ciclu este puterea p a unui ciclu avand
aceeasi orbita.

Astfel, dacd notdm cu x produsul tuturor acestor noi ciclii pusi in evidentd obtinem
cd o =x”, deci ecuatia considerata are solutie in grupul S,,.

Sa rezolvam acum aplicatiile din enunt.

Pentru prima aplicatie, sa notim prin ¢ permutarea din dreapta.

Avem urmatoarea descompunere a lui ¢ in produs de ciclii disjuncti:

6=(15)26)37)(1019)(4 8 11 13)(14 1517 18)(9 12 16).

In cazul acestui exercitiu avem p = 2 iar numarul ciclilor de lungimi divizibile prin
2 sunt cei de lungime 2 si 4. Avem o,=4, 0,=2 si cum ambele numere sunt divizibile prin 2
deducem ca ecuatia considerata are solutie in Si,.

Pentru a doua ecuatie, notdnd tot cu o permutarea din partea dreaptd avem ca
6=(135)4910)2678). Avem p = 3 iar ciclii de lungime 3 sunt in numar de o,=2 care
nefiind multiplu de 3, deducem conform celor stabilite mai nainte ca a doua ecuatie nu are
solutie in Si,.

9.32. Oricum am considera o permutare ceS,, G # e, aceasta nu poate avea in
descompunerea sa ciclii de lungime divizibild cu p (céci p > n).

Deci numarul ciclilor de lungime divizibila cu p este 0 si cum 0 este multiplu de p,
totul rezultd acum din exercitiul precedent.

9.33. ([34]) "=". Fie x€S,, x # ¢, o solutic a ecuatiei x* = e si fie x = x;X,...X;
descompunerea sa in ciclii disjuncti.

Vom demonstra ca xy, ..., X, au, fiecare dintre ei, lungimea p.

Deoarece x, ..., X, sunt disjuncti, rezulta ca acesti ciclii, ca §i puterile lor comuta.

Atunci egalitatea x” = e se scrie x ' x 7 ..x7 =e.

Sa demonstram ca de aici deducem x; =x5 =..=x/ =e.

Intr-adevar, dacd prin absurd exista ie{1,2,...t} astfel incat x” # e, atunci
exista ae {1,2,...,t} cux’ (a) # a si atunci a apartine orbitei ciclului x;.

Deoarece astfel a nu va face parte din orbitele ciclilor disjuncti Xy, ..., Xi.1, X1, ---»
xcdeducemca: x| (a)=...= x”, (a)=x7,(a)=...= x/ (a) =a.

Deoarece a =e(a) = (x| x5 ...x" )(a) =x” (a) # a rezulta contradictia a # a.

De asemenea, din cele de mai Tnainte deducem ca ordinele permutarilor x,, x,, ...,
X, in grupul S, sunt divizori ai lui p si cum p este prim deducem ca o(x;) = ...= o(x,) = p.

Cum ordinul unui ciclu este egal cu lungimea ciclului respectiv, deducem ca x, ...,
x, sunt ciclii de lungime p.

"«<=". Aceasta implicatie este evidentd deoarece orice ciclu de lungime p are ordinul
p in grupul S, deci este o solutie a ecuatiei x” =e.

9.34. Facem inductie dupa n.

Daca n = 1, atunci G este ciclic si cum orice subgrup al unui grup ciclic este ciclic,
totul este clar.

Presupunem acum ca G = <{xy, Xy, ..., X,}> si H<G.

my

Alegem y = x{" x52 ...x " astfel incat m, ia cea mai micd valoare nenuld pozitiva

(dacd m, este negativ schimbam rolul lui y cuy ™).
Daca x; nu apare la un exponent nenul in orice element al lui H, atunci <{x,, x3, ..,
X, }> contine pe H si totul rezulta din ipoteza de inductie.
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Astfel, pentru orice z = X' X5 ...x'ndin H putem alege q, reZ cu 0 <r <m; si

1, = gm, + r. Puterea la care apare x, in zy “eH este r si tindnd cont de alegerea lui m,
deducem car=0.

Deci H =<y, K>, unde K = H n <{x,, X3, .., X,}> §i conform ipotezei de inductie K
este generat de o multime de cel mult n-1 elemente §i acum totul este clar.

9.35. Din |Z(G)| >% |G| = |G| < 2|Z(G)|. insa conform teoremei lui Lagrange |Z(G)|

divide |G| (cici Z(G) < G ), adici |G| =n' |Z(G)| cuneN ", n> 1.
Deci n°|Z(G)| < 2|Z(G)| = n <2, adicd n =1 = |G| = |Z(G)| = G este comutativ.

9.36. Fie H= {xeG : x*= 1}. Cum G este comutativ, daci x, yeH = x’=y*=1 =
(xy " =x’y 2=1, adici xy 'eH, deci H < G.

Conform exercitiului anterior, punand in locul lui Z(G) pe H, obtinem ca [H| = |G|,
deci H= G, si de aici x> = 1, pentru orice xeG.

9.37. Sa presupunem ca multimea T = {a,, ...a,} a elementelor de ordin 2 are mai
mult de n elemente, deci r > n ( atunci r =2 n+1). Pentru a; ,a;€T, 1 #j rezultd ca aja; € G\T.
Intr-adevar, daca a3 €T atunci H = { e, aj;, a;, aja;} ar fi un subgrup in G, deci 4 | 2n
(conform teoremei lui Lagrange) adica n este par , ceea ce este absurd.

in plus, aja; # 1 pentru orice i # j. Din cele demonstrate rezultd ca elementele a,a,,
ajas, ..., aja; se afla in G \ (Tu {1}) al carui cardinal este 2n —r —1 <2n —n — 1 = n-1, adica
existd i # j astfel incat a,a; = a;a; = a; = a; — absurd. Decir <n.

Observatie. Maximul se poate atinge efectiv, de exemplu in cazul grupului diedral
D, cu 2n elemente.

9.38. Fieo(x) =k si H= {1, x, x, ..., xX*'} <G. Cum x" €H , atunci o(x") divide
H| =k = o(x).

9.39. Fic ord G =n si d = c.m.m.d.c al ordinelor elementelor din G diferite de 1.

Evident d | n. Fied = p{" - p5*...p%" . Atunci existd elementele x;, X,, ...,x; astfel incat

. . e w - t t t :
plo(xi) < o(x)=p;" -t Se verificdusor cdx =x| x7 ...x" are ordinul d.

9.40. Fie k = o(x™ ) iar d = (m, n). Putem scrie m = dm, n =dn cu m, n'eN si (m,
n) =1 iar mm =nn = dmn.

Cum n = o(x), avem (x™)™ = (x")" = 1, adicd o(x™) =k | n.

Pe de alti parte, x™ = (x")* =1 = n=o0(x) |mk = n' | mk si cum (m,n)=1=>nk.

Am obtinut astfel cin |k sik |n = o(x™) =k =n"=n/d =n/(m, n).

9.41. Avem (xy)'1"2 =x"172y?1"2 = (x"1)72 . (y"2 )1 =1,

Fie acum ne N astfel incit (xy)" =1; atunci X" =y si x""2 =(y"2)"=1=
n; | nn, si cum (ny, n;) = 1 = ny| n. Analog se demonstreaza cd n, | n, deci nin, | n. Prin
urmare avem echivalenta (xy)" = 1 < njn, | n, deci o(xy) = n;n, = o(x)-0(y).

Sa presupunem ca <x> N <y> = {1} si fie n =[n,, n,].

In mod evident (xy)" = 1, adicd o(xy) | n. Fie acum ke N* astfel incat (xy)k = 1.
Atunci x* y* =1, deci x*=y * e<x> n<y>, adicd x*=y* =1, de unde nj| k si n, |k, deci
n |k, ceea ce arata cd o(xy) = n.
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9.42. Sa probam la inceput existenta lui y si z. Din (ny, n,) = 1 = existd o, € Z
astfel incat on;+fBn, = 1.

Astfel, dacd xeG, x =x' =x*"1P12 = xo1. xPr2

Alegem y =x""2 jar z= x*"1. Obtinem o(y) = o(x*"2) = o(x)/(nyn, Pny) = (nyny)/n,
=1, §i analog deducem ca o(z) = n,.

Sa probam acum unicitatea scrierii lui x; dacd x = y;z; = z;y, cu o(y;) =n; si o(z,)=
=m,atuncix=yz=y,z, =>y; y=z7z =¥y =1si(y;'y)"2 =(zz")"2 =1=

i)™=y y)" 1% [y y)"2 IP=1 = y =y, si analog z = z,.

9.43. Deoarece X comuti cu [x, y] = X' (y'xy) deducem ci [x, y]™ = x™(y"'xy) " =
=x"y'x"y=[x" y] =[1,y] = 1 si analog [x,y]"= 1.
Deoarece d = (m, n), exista u, veZ astfel incat d = mu + nv si astfel
[, y1* =[x, yI™ [y =11 = 1.

9.44. (i). = (ii). Fie f: G — G, f(x) = x°, pentru orice xeG. Atunci f este injectiva
(x2 = y2 = (xy'l)2 =1= xy'1 =1 = x =y céaci In caz contrar, conform teoremei lui
Lagrange, ar trebui ca 2 | | G| - absurd) si cum (G,-) este este grup finit, se obtine ca f este
bijectie, de unde ecuatia x* = a are o unici solutie x,€G, pentru orice acG.

(ii) = (i). Evident, cici existd un singur element xeG astfel incat x* =1, si anume
x = 1. Restul se dispun in perechi de forma (x, x "), unde x # x' (cdci daci x =x"' = x> =

=1). Asadar ord(G) = 2k+1, keN".

9.45. x = 1 este o solutie comund a celor doua ecuatii.

"«<". Dacd (m, n) = 1 = existd u, veZ astfel incAt mu + nv = 1. Daci x, este o

solutie comund a celor doud ecuatii avem xy“=1six, =1=x,=x,"=1
" = ". Dacd d = (m, n), existd a, beZ astfel incat ma + nb = d. Atunci solutia

comuni X, a celor doud ecuatii va fi solutie si a ecuatiei x* = 1 si reciproc.

2 < d b . : S
Intr-adevar: x g =x;=1=x5=x,""" = 1. Reciproca este evident adevirata.

Daca d > 2 = d are cel mult un divizor prim p. Atunci orice element de ordin p din
G este solutie a ecuatiei x* = 1. Cum existd astfel de elemente in G (conform teoremei lui
Cauchy) rezulti ca ecuatia x* = 1 nu are solutie unici, contradictie cu ipoteza in cazul d > 2.
In concluzie, ramane doar cazul d = 1.

9.46. Presupunand ca G este abelian, atunci ab = ba. Consideram H = { 1, a, b, ab}.
Deoarece G este presupus abelian, a> = b? = (ab)’ = 1, a-(ab) = a’b = b, b-(ab) = ab* = a si
astfel H este subgrup in G. Din teorema lui Lagrange avem |H| | |G|, contradictie caci [H| =4
si |G| = 10.

9.47. Scriem [[x=( []x )( []x )sivomdemonstraca []x=1(*).
xeG xeG xeG xeG
o(x)>2 o(x)L2 o(x)>2

Daci xeG cu o(x)>2, atunci o(x) = o(x™')>2. Dar x # X', cici in caz contrar ar
rezulta ci x> = 1.

Astfel in produsul (*) daci apare un factor x, atunci apare si factorul x', deci in
produsul (*) factorii se grupeaza doi cate doi (fiecare cu inversul sdu ), de unde rezulta ca
produsul (*) este 1,deci [[x= []x.

xeG xeG
o(x)<2
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Pentru a demonstra teorema lui Wilson, se tine cont de faptul ca pentru p prim

* . ~ . A ~ . .
singurele elemente din Z , de ordin < 2 sunt 1si p-1 = -1, deci conform celor de mai

inainte i'ﬁ'...-pA—l =-1 =p| -+l

9.48. ([32]) Fie p prim si neN, n >2.
Avem ca U(Z ; S={ael ; : (a, p)=1}. S& determindm in acest grup elementele

ae UZ j} ,-) astfel incat a 2= i, adica acele numere naturale a astfel incat 1 <a <p" cu

(a,p) =1sip"|a’—1(*).
Evident a = 1 verifica conditiile de mai sus.
Daci a > 1, atunci putem scrie a— 1 =p*usia+ 1 =p'vecuk, t>0, (p, u)=(p, v)
=liark+t>n.
Dacik=0=t>n=p"|atl sicuma<p'= atl =p" = a=p"1 si astfel
PN

obtinem si elementul @ = p"-1 = —1 ce verifica conditiile (¥).
Dacit=0=k>n=p"|a-lsicuma<p"=a-1=0=a= 1, contradictic !
Dacik#0,t#0=2=p'v—p“u = p|2;pentru p>2 obtinem o contradictie.
Deci, dacd p > 2 atunci in U(Z ; ,-) avem numai elementele -1=p"—1 i1 care

au ordinul cel mult 2, obtinand astfel concluzia ceruta de la (ii).

Dacip =2, atunci din2 =2'v—2u=t=1sauk = 1.

Dacit=1= k>n-1= a-1=2u>2""usicuml<a<2"=u=1sik=n-I.
Deci in acest caz, daci a verifica conditiile (¥) = a=2""+ 1.

Dacik=1=t>nl1=a+1=2v >2"vsicum1 <a<2"=v=1sauv=2
(cazul v = 2 este exclus deoarece (v, 2) = 1).

Daciv=1=t=n-lsaut=n.Incazult=n-1 =>a=2""-liart=n= a=2"-1I.

*

o ,-) numai elementele -1,1,

In concluzie : dacap=2sin>2in U(Z

2.1 si 2"'+1 au ordinul cel mult 2, obtinand concluzia ceruta de (i).
Acum, concluziile cerute de (iii) ( varianta de generalizare a teoremei lui Wilson)
rezultd tinand cont de (i), (ii) si de exercitiul 9.47.

9.49. (i). Sa notam H, = U, $iy,=cos 2Z+isin 2% neN.
P P

n

+1 n
=(z” =17 =1 = zeH,,,= H,c H,,, (aceasta

incluziune este strictd deoarece yn1€Hny i cum (y,,,)” = cos 27”+isin 27” #1 =

Dacd zeH, = z? =1 = z*

yn+l an)

(i1). Rezulta imediat din (i).

(ii1). Fie H < Upw ,H=# Upw si n cel mai mic numar natural pentru care y,eH si
Vur12H. Vom demonstra ca H = H,,

Incluziunea H, — H este evidenta ( deoarece H, = <y,> iar y,eH).
Fie zeH < Up,c = existd meN astfel incat zeH, = o(z) | p” = o(z) = p' cu

0 <r <m. Deci z este o rddacina de ordin p" a unitatii = z = yf cuk,p)=1.

ak+bp” _

Cum existd a, beZ astfel incatak +bp'=1 =y, =y? (i)Y =7ZeH=r<n

sicumH,cH,=zeH,=>HcH,=>H=H,.

9.50. Daca M, NeGL,(A), atunci det(M), det(N)eU(A*,)) si cum det(MN) =
=det(M)-det(N) = MNeGL,(A).

189



Evident I,e GL,(A) iar dacd Me GL,(A), cum detM™) = (det(M))" deducem ca
detM™")eU(A*,"), adica M"'e GL,(A).

Rezulta astfel ca (GL,(A),) este grup.

Daci M, NeSL,(A), atunci detM) = det(N) = 1 si deoarece det(MN') =
=det(M)-(det(N))'=1-1" = 1 deducem ca MN' e S,(A), adicd SL,(A) < GL,(A).

9.51. Daca V este un spatiu vectorial de dimensiune n peste corpul finit K cu q
elemente, atunci |V | = q" si se observd imediat cd |GLn(K) | este egal cu numarul
sistemelor ordonate (e, €y, ..., €,) de elemente ale lui V ce constituie baze ale lui V peste
K.

Insa pentru a alege o bazi a lui V peste K, putem alege mai intai pe e, ca fiind orice

care nu este de forma a,e;tase, cu a;,a,€K (si avem q“—q2 posibilitati), e.t.c.
fn concluzie | GL,(K) | = (q"-1)(q"-q)...(q"-q"").

9.52. Sa demonstram la inceput ca daca y, zeG i y" = z", atunci y = z.

Daca m =| G |, deoarece (m, n) = 1, exista s, teZ astfel incat ms + nt = 1.
Atunci  y=y™"™=y"=7z"=7"" =7 deoarece ordinele lui y si z divid pe m.
Rezulta atunci cd multimea {y" : yeG} contine m elemente diferite ale lui G, adica

coincide cu G, de unde si faptul cd x = y" pentru un singur y.

9.53. (i). Cum (G, -) este un grup cu n elemente, atunci x" = 1, pentru orice xeG.
Aceasta iInseamna ca GcU,,. Dar atat G cat si U, au cate n elemente, ceea ce arata ca G=U,,.
.. < 2 .2 . n-
(i1). Notam & = cos T +isin“” . Atunci G =U,={1,&...8"".
n n
Fiek=nq+rcu 0 <r<n si deci, notdnd cu S suma din enunt, rezulta :
_ ok, Lk ko_ k| g2k Dk _
S=aj+ta,+t..ta, =1+ +&+  +ghh=
:1 + ((:n)q _ér + ((:n)Zq .(:21' +.+ ((:n)(n-l)q . é(n-l)r _ 1 + (:r + (:21‘_’_ .”+§(n-l)r'
Deci daca r = 0, atunci S = n, iar daca r > 0, atunci :

S=l+g+grs, gnrs 1€ 12@) 1oL
1-&" 1-¢&" 1-¢&"

9.54. (i). Fie acA fixat si xeG \ A. Atunci axe A (dacd axg A= axeG \ A si cum
xeG\ A = aeG \ A- contradictie)

Fie f: G\ A— A, f(x) = ax. Atunci f este injectiva.

Daca G \ A este infinitd = A infinita (deoarece f este injectiva) — contradictie.

Deci G\ A este finitda = G = (G \ A) U A = finit.

Fie |G|=msi |A|=n = |G\ A| = m-n. Deoarece G \ A <G, atunci m-n | m = m-n
=m = n = 0- imposibil sau m-n <m/2 = m < 2n = |G| < 2/|A|.

(i1). m-n | m = m-n | m-n+n = m-n | n.

Daca n este prim = m-n = | sau m-n = n, deci m = n+1 sau m = 2n.

9.55. (i). Definim f : (CNB/CNA)4 — (B/A)4 prin f((CNA)X) = Ax, pentru orice
xeCnB.

Daci x, yeCnB si (CNA)x = (CnA)y, atunci xy' €CnA < A, deci Ax = Ay,
adica f este corect definita.

Daci x, yeCrB si Ax = Ay = xy' eC N A = (C N A)x = (C N A)y, adica f este
injectiva, de unde rezultd cd | (CNB/CNA)4 | < | (B/A)y | & |(CNB): (CNA)|<L|B:A|

(i1). Cum A < G, conform cu (i) avem

|G:A|2](GNB):(BNA)|=B:(AnB),

prinurmare |G: A|-|G:B|>2|B:(AnB)|-|G:B|=|G:(AnB)|.
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(ii1). Cum B < A v B, conform cu (i) avem:
|[AvB|2|(AvB)NA:(AmB)| < |(AVvB):B|=2|A:(AnB)]|.

(iv). Conform lui (ii) avem:

|G:(AnB)|<|G:A|-|G:B| deci|G: (A NB)]este finit.

De asemenea, |G: (ANB)|=|G:A|-|A:(AnB)|=|G:B|- |B:(AnB)]|.

Cum | G: A |si|G:B|suntprime intre ele, rezultd ca |G : A| divide B : (A N B)),
deci|G:A|<|B:(AnB)|

Pe de alta parte, din (iii), avemca |G: A| 2| (AvB): A|>|B:(AnB)|.

Prinurmare |G: A |=|B: (AnB)|si|G:(A"B)|=|G:A |- |G:B|.

(v). In cazul in care G este finit, relatia | G : (A"B) |=|G : A || G : B | se scrie
IG|/|AB|=(G|/|A])(G|/|B]J),deunderezultaica |G |=(A[||B]|)/|ANB| =
=|AB| si astfel G = AB.

9.56. Fie H = < p > < D,; deoarece o(p) = n deducem ca H este subgrup ciclic de
ordin n. Orice element din D, \ H este de forma pks, k=0,1, ..., n-1. De asemenea, avem
ciep=p"'e = pe. Dacid presupunem ci spk = p'ks, atunci spk+1 = (C,ppk = p'lspk =p'1p'k8 =
=p Vg, prin urmare ep* = p™ pentru orice k=0, 1, ..., n-1 si (pe)* = p*ep“e =p*p*e’ = 1.

Rezulta ca pentru orice xeD, \ H avem o(x) = 2.

Daca H' = <x>, xeD, (iar D, este grup ciclic de ordin n) atunci o(x) = n > 2, deci
xeH. Dar atunci H' <H, |H' |=|H |=n, deci H=H'".

9.57. Avemci D, = {p*e': k=0, 1, ...,n-1,iart =0,1}. Pentruk, re {0, 1, ..., n-1}
avem p* (p'e) = p“esi (p“ €)p" = p™e, prin urmare p* (p'e) = (pe)p* =k +r=r—k
(mod n) < 2k = 0 (mod n).

Rezulta ci un element de forma p's, r = 0, 1, ..., n-1 nu face parte din Z(D,). in
plus, p“eZ(D,) < 2k = 0 (mod n). Daci n este impar, rezulti ca k = 0, deci |Z(D,)| = 1, iar
daca n este par, n = 2m, atunci k = 0 sau k = m, adica Z(D,) = {1, p"}, deci |Z(D,)| = 2.

Capitolul 10 : Complemente de algebra liniara

10.1. (i). Daca A=(a;));<ij<n atunci:
det(A): Y sg(0)a () e Aug(n) = % SEN(0) a1y @iy = det(A) -

[=

(ii). Conform cu (i) avem det(A4- A) = det(A4) - det(4) = det(A) - det(A4) = \det(A)\2 >0.

(iii). Avem A*+B’= (A+iB)(A-iB) =C-C (unde C=A+iB) si totul rezulti din (i).
(iv). Rezulta din (iii) alegdind B =1,, .

10.2. (i). Prin calcul direct.
(i). Daca existi k>2 astfel incat A* = O, deducem ci det(A)=0, astfel ci

A’=(a+d)A si deci O, =A*=(a+d)*'A. Cum A+0, atunci cu necesitate a+d=0 si astfel
A’=0-A=0,.

10.3. Conditia det(A*-A%) = 1 este echivalentd cu det(A%)det(A-I,) = 1, de unde
det(A?) = det(A-L,) = 1 (cici det(A%)=0), sau det(A) =1 si det(A-I,) = 1.
. ac—b=1 . lac—-b=-1
Avem astfel sistemele: { si { .
(a=D(c-1)-b=1 (a-Dc-D)-b=1

. . . ac—b=1 . . ac—b=-1
Primul sistem este echivalent cu { iar al doilea cu {

a+c= at+c=-1"
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Deducem imediat ci b = -a>+a-1 si ¢ = 1-a, cu a€Z (in primul caz) si respectiv

b=-a’-a+1 si ¢ =-1-a, cu a€Z (in al doilea caz).

b
10.4. ([49]) Fie X=(a dJ ,a,b,c,dER o solutie a ecuatiei.
c

Obtinem, folosind det(AB) = det(A)-det(B),
(1) (det(X))™*det(X+il,) -det(X-iL,) = 0.
< . . . . ad —bc=1 d=-a
Daca det(X+il,)=0 rezulta (a+i)(d+i)-bc=0, de unde au .
a+d=0 bc=-1-a’

2 4 2
Prin urmare, X’= (a (1) “ OIJ =-1,, adica X+, = 0,, relatie din care

X"+ X"? = O,, contradictie.
Deci det(X+il,) # 0. Analog det(X-il,) # 0.
Din relatia (1), rezultd det(X)=0 si inlocuind in relatia cunoscutd, X*-(a+d)X +
det(X)I, = O, (conform exercitiului 10.2., (i)), obtinem X*>=(a+d)X si de aici X*=(a+d)*'X,
cukeN".

1 -1 - .
L1 j, prin identificarea elementelor

devine: a(a"'+0™) = 1, d(o'+a") = 1, b(a"+a™) = -1, c(a"+a") = -1.

Adunénd primele doua relatii rezulta o+a">-2 = 0.

Daci f(a) = a™+a">-2, rezulta f (o) = o™ (na’+n-2).

Daca n este par, atunci f este strict crescatoare pe [0, ) si strict descrescatoare pe
(-0, 0)s5i f(-1) =1(1)=0.

Dacaé n este impar, atunci f este crescatoare pe R si f(1) = 0.

Daci notam o = a+d, relatia X" + X" = (

1 1 -1 .
X=—. , pentru n impar
2 (—1 1} P P

1

1 -1
X=i2~(l 1],pentrunpar,

matrice care verifica relatia din enunt.

1 1
10.5. Se aratd usor ca Y = E'(X+AX) si Z =E'(X-AX) verifica conditiile din

enunt. Pentru partea de unicitate fie (Y', Z") o alta solutie a exercitiului.

Atunci Y+Z =Y'+Z', AY =Y, AY' =YY", AZ=-7, AZ =-7" . Deci Y-Y' =7'-Z.
Pe de altd parte, A(Y-Y') = AY-AY' = Y-Y', A(Z'-Z)=AZ'-AZ = -Z'+Z, si deci avem si
Y-Y'=-(Z'-Z),adiciY-Y'=Z-Z'=0siprinurmare, Y=Y siZ=27".

10.6. Cum in conditiile enuntului avem (A+Bi)(A-Bi) = -i(AB-BA) deducem ca
det(A+Bi) - det(A-Bi) = (-1)" - det(AB-BA) .

Dacid det(A+Bi) = atbi (cu a, b€R), atunci det(A-Bi) = a-bi astfel cd obtinem
egalitatea a+b’ = (-i)" -det(AB-BA), de unde se deduc imediat concluziile de la (i), (ii) si
(iii).

10.7. Din relatia ABAB = O, rezulti BLABAB)A = O, adica (BA)’ = 0,. Daci
XEM,(R) si X° = 0,, atunci X* = O, (vezi exercitiul 10.2., (ii)), adicd (BA)*= BABA = O,.
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In cazul lui M3(R), un contraexemplu este oferit de perechea de matrice

0 01 0 01

A=1]0 0 0|siB=|1 0 0.

010 000

10.8. (i), (i1), (iii) se deduc imediat prin calcul, iar (iv) rezulta din (iii).

10.9. Conditia din enunt este echivalentd cu (I,~A)(I,-B) = I, adica I, —A este

inversabila si (I,—A)'=I,-B.

Astfel si (I, -B)(I, —A)=I,, de unde concluzia ca BA = A+B ==AB.

10.10. (i). Intr-un prim mod calculim det(A) cu regula lui Sarrus iar in alt mod

adunand ultimele doua linii la prima.
(ii). Fie a;, b, c;€Z iar E, =a} +b + ¢} —3a,b,c;, (i=1,2)

1711

a; b
Tinand cont de (i) avem: E=-det(A;), unde A=|b, ¢
¢ a;

E;-E,=det(A)-det(A,)=det(A;-A,) iar prin calcul avem cd A-A,=

EI'EZZ det(AlAz) = [l; +b33 +C§ —3a3b3c3

as
C3
by

b.

1

Cu a3 = a1a2+b1b2+0102, b3 = a1b2+b102+cla2 sl C3= 3102+b132+clb2.

10.11. (i). Prin calcul.
(ii). Notdim s = atb+c sis" =a’+b’+c".

i =1, 2, astfel ca

3
by |, deci

as

Utilizand regula lui Laplace, proprietatile elementare ale determinantilor si (i)

avem:

(a*+b* +c* —ab—ac—be)a? +b"? +c* —a'b' —a'c' —b'c) =
A C B
=1

al ¢ la b 1 A C s A C ss
=—b 1 al-|c' a l=—s" s 3=-[1 1 3
c 1 b b ¢ 1 B A4 s B A ss

(am sumat la ultima coloana opusele primelor doua )
= A*B*+C* ~AB-AC-BC.

'

!

B

I 1
A4 C

A B
10.12. Totul rezulta din regula lui Laplace dezvoltand determinantul det(o CJ

dupa primele m coloane.

10.13. Totul rezultd din regula lui Laplace dezvoltand determinantul det[O; AJ

dupa primele n coloane.

10.14. La coloana k a matricei (;

A -B A+iB -B
det =det .
B A B—-iA A4

(1<k=<n) si obtinem ca
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Acum la linia n+k a ultimei matrice adundm linia k Tnmultitd cu i (1<k<n) si

. . A+iB -B A+iB -B
obtinem ca det =det .
B—-id A4 o A—iB

n

Astfel (tinand cont si de exercitiile 10.1. si 10.12.) obtinem ca:

A -B -

-b d A —-B
10.15. Dacd notaim A = | si B = y atunci M= , deci
b a d —c B 4

conform exercitiului 10.14. avem ci det(M) =|det(4 + iB)\2 si cum

a+tic —-b+id

det(A4 +iB) = =a’+b*+c? +d?,

b+id a-—ic
deducem ci det(M) = ( a’+b*+c*+d*)?.
10.16. (i). Se calculeazi A-A'".
(i1). Se tine cont de formula det(AB) = det(A) - det(B).
(iii). Rezulta direct din (i1).

10.17. (i), (ii). Prin calcul direct utilizand proprietitile determinantilor.

10.18. Din linia i se scade linia 1 Tnmultita cu i ,i=2,...,n.
a

10.19. Fie E = A|UA,U...UA, = {ey, e, ..., ¢,}. Consideram matricea BEM,, ,(R),

1, daca e; € 4;

0, daca e; ¢ 4;

B = (b;) cu 1<i<nsi 1 <j<p, unde b;= { siastfel A=B'-B.
Totul rezultd acum din regula lui Laplace.

10.20. det(A) = n(-1)"",

10.21. det(A) = 1.

10.22. det(A) = (-1)"'2"%(n-1).

10.23. (i). Paritatea rezultad din faptul ca toti termenii determinantului sunt numerele
1 si—1 si ei eventual se reduc doi cate doi.

1 1 -1
(i1). Valoarea maxima este 4, de exemplu, pentru matricea A= |1 1 1
1 -1 1

Valoarea minima este —4.

10.24. Valoarea maxima pe care o poate lua det(A) este 2, de exemplu, pentru

1 1 0
matriccaA=[0 1 1].
1 0 1
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10.25. Adunand prima linie la toate celelalte linii obtinem o matrice care are pe
liniile de rang 2, 3, ..., n elementele 0, 2 sau —2, ceea ce ne permite sa scoatem factor
comun pe 2 de pe aceste linii.

10.26. Se aplica exercitiile 10.23. si 10.25..
Se obtine valoarea maxima 16, iar cea minima —16.

b
10.27. Deducem imediat ca det(X) = 0 si astfel daca X= [a dj eM,(C), atunci
C

. . 2 3 .
X=X, deci X" =a""'X (cu o=a+d). Obtinem ci a™'X =(4 6]’ adicd o™'a =2, o"'b =3,
o"'c =4 si a™'d =6. Deducem imediat ci o' = o"'(a+d) = a'a + o"'d = 246 =8 si prin

1 (23 N
urmare X=-( ] cu o =8.
an—l 4 6

10.28. Avem A' ((A™")' = (A" - A)' =1,'=1,, de unde concluzia ci (A" = (A™)"

10.29. Tinand cont de exercitiul 10.28., avem: (A™")' = (A)"' = A", adica A este
simetrica.

10.30. Daca A = O,, totul este clar.

b
Sa presupunem ca A= [a d] #0,. Relatia A" = O,, implica det(A) = 0 si deci A> =
C
=(atd)A. Rezulti O, = A* = (a+d)“'A, deci a+d = 0. Prin urmare, A*> = O,. Atunci
a+1

c

b
LHA+A™ . +A" =L +A = [ e J si deci det(I,+A+.. +A*") = (a+1)(d+1)-bc =1.

10.31. Atat (i) cat si (ii) se verifica direct prin calcul.

1 1
— X —-x
2 2
10.32. Deducem imediat ca A este de forma %—x % x |cuxeR.
1 1
X —-x =
2 2
Astfel
1 1 1 1 0 0 1
1 1 1 I A T
det(A)=|—-x — x|=|——-x x 2x——|= =3x"—-=x+— >0.
2 2 2 2f L, 1_,
1 1 1 1 > 2
X  ——-x — x ——2x —-x
2 2 2

10.33. Putem scrie det(4+ X) =det(A4) + xi D; , unde D; este determinantul obtinut
i=1

din det(X) prin inlocuirea coloanei de ordin i cu coloana formatd numai cu elemente egale

cu 1 (1<i<n). Analog det(4 — X)=det(A) - xi D, , de unde deducem ca
i=l

det(A + X) - det(4 = X) = det? (4) — x2 (3 D,)? <det’(A).

i=1
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10.34. Prin calcul direct. Pentru reciproca facem in (%) pe A =B cu det(A) # 0 si
deducem ca det(2A) = 4det(A) = 2" =4 => n=2.

10.35. Facem inductie dupa n; pentru n=1 totul este clar, deoarece a,=a, b;=b, ¢;=c
ayy =aay, + Cbn
. .. . . .. _ |b,_=ba, +db
si d;=d. Scriind cd A" = A"- A, obtinem relatiile de recurenta: { "' " " pentru
Cpy =ac, +cd,

d,. =bc, +dd,

orice n>1.
b, ¢, a,-d,

n

Sa presupunem deci ca —+=-"=

b ¢ a—d
: bn+l bn Cntl Cn :
Atunci "= =qa, +d -+, =d, +a-—* siastfel
c c
b b b
"—”:C"—“c}an +d-—*=d, +a-c—"<:>an —-d, —a- g0
b c b c c b

bn
Sa,-d, :?(a—d),

ceea ce este adevarat, din ipoteza de inductie.
Analog restul de egalitati.

10.36. Deoarece det(A) = 0, rezultd ci A*-(3+10)A = O,, deci A = 13'™-A", pentru
orice n>1. Rezultd ci reprezentarea ceruti este posibild, alegand de exemplu, X = 134"

o ™A siY = 138" A cu a, B numere reale arbitrare astfel incat a#p, ot+p = 1.

10.37. Din A’ = A+], = A(AZ-IH) =1, = det(A)+#0. De asemenea, din A’ = A+,
SAHAT = AMAH, = AXA+L) = A™+A+], = det(A+L,)=0 si revenind la A’ = A+, =
det(A)>0.

10.38. Vom demonstra pentru inceput urmatoarea:

Lema. Fie P un polinom cu coeficienti reali, fara rdddcini reale §i care are
coeficientul puterii de gradul cel mai mare pozitiv. Atunci det(P(A)) =0, pentru orice
AEM,(R).

A r .

Intr-adevir, P este de forma P(x)=a[](x* +b,x+¢,)™,cu a>0, b} —4c, <0 si

k=1
n €N, pentru orice k.
.
Atunci det(P(4))=a" [[det(4® +b, A+c,1,)™ si ramane si observim ci fiecare
k=1
factor al produsului din membrul drept este pozitiv.

2 2
b 4¢c, - b
Se foloseste faptul cd 4% + b, A+ ¢, 1, :(Ak —2k~1n] +%~1n ,

pentru orice k si ca det(X*+Y?) =0, pentru orice X, YEM,(R) cu XY = YX (conform
exercitiului 10.1., (iii)).

Trecem la rezolvarea problemei date:

(i). Evident, k>3. Din A* = A + I, obtinem A(A*" - I,) =1I,,, deci det(A)=0.

Pe de altd parte, A" = A> + A si deci A(A-I)(A*" +...+1,)= A’

Conform lemei, det( A" +...+A+1,) > 0.

196



Rezulta det(A(A-I,))>0.
Cum k=2p+1, din relatia A(A*" - I,)=I,, deducem ci A(A>L)(A’"V+ . +A™ )=,

si de aici ca det(A+1,)>0.
Cum A* = A + 1, si k este impar, concluzionim ci det(A) > 0.
(i1). Fie k un numar par si A = al,.
Egalitatea A" = A + I, este echivalentd cu (o*-0-1)I, = O,. Deci o*-a-1 = 0.

Deoarece f(a)=a"-a-1 este continui, f(-co)=co0 si f(0) = -1 rezulti ca f admite o radacini
a < 0 i in acest caz A = ayl, verifica relatia A=A +1, , dar det(A) = o <0.

10.39. Deoarece matricele A, B, C comuti intre ele, putem scrie ci: M=A*+B*+C>-

-AB-BC-CA=(A+0aB+a’C)(A+a’B+aC), cu o ridicina cubici a unititii (a#1). Astfel,
det(M)=det(A+aB+0’C)-det(A+a’B+aC) si, daci det(A+aB+a’C) = atbatco’, atunci

det(A+o’B+aC) = a+bo’+ca (a, b, cER) si astfel:
det(M)=(at+bo+ca’)(atbo’+ca)=a’+b*+c*-ab-be-ca>0.

10.40. Fie X = A*+B’*§i Y = AB+BA. Cum: X+Y = A*+B*+AB+BA = (A+B) si
X-Y = A>+B>~AB-BA = (A-B)’ obtinem:
det((A+B)*)+det((A-B)?) = 2det(A*+B*)+2det(AB+BA)
(conform exercitiului 10.34.), deci
det(4* + B*)= % [(det(A +B))* +(det(4 — B))* —2det(4B + BA)
si cum det(AB+BA)<0, rezultd det(A*+B?*)=>0.

10.41. Daci A este inversabila atunci putem scrie ol,+AB=A(al,+BA)A™ si astfel
det(al,+AB)=det(A)det(al,+BA)det(A")=det(al,+BA).
Daca A nu este inversabild, observam ca exceptand o submultime finitd x de

elemente din C avem det[al,+( xI,+A)B]=det[al,+B(xI,+A)], pentru orice o €C. Cum cei
doi determinanti sunt polinoame n x egalitatea se mentine si In x=0, deci din nou obtinem
ca det(al,+AB)=det(al,+BA).

Fie acum P de forma P=a(X-x;)...(X-x,), cu a, X, ..., Xx,€C.

Atunci P(AB)= aﬁ (A4B-x,1,)s1 P(BA)= aﬁ (BA-x,1,) si astfel egalitatea det
k=1 k=1

P(AB) = det P(BA) este imediata.

10.42. Se stie cd dacda A, BEM,(R) atunci det(AB-I,)=det(BA-I,) si
det(AB+I,)=det(BA+I,) (conform exercitiului 10.41.).

Rezulti ca det[(AB-L)(BA-I,)] = det(AB-1,)* = [det(AB-1,)]*=0. (1)
Dar (AB-L,)(BA-L) = [,-(AB+BA) (deoarece B*= 0O,).

Analog det(I,+#(AB+BA))=0. (2).
Folosind acum relatia: det(X+Y)+det(X-Y) = 2[det(X)+det(Y)], pentru orice X,

Y eM,(R) (conform exercitiului 10.34.), din (1) si (2) rezultd
0<det(I,-(AB+BA))+det(I,+(AB+BA))=2[det(I,)+det(AB+BA)]= 2[ 1 +det(AB+BA)],

adica det(AB+BA)>-1. Din B*=0, rezulta det(B) = 0 deci 0 = 2[det(AB)+det(BA)] =
=det(AB+BA)+det(AB-BA) si folosind prima inegalitate rezulta a doua.
Observatie. Se poate demonstra de aici ca

det(AB-BA) < 0 < det(AB+BA).

10.43. det(B+1,) = 0 = det(B+il,) - det(B-il) = 0.
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Cum BEM,(R), avem det(B+il,) = det(B-il,) = 0.

Fie g:R—R, g(x) = det(B+xL,). Avem g(x) = ax’+px+y, pentru orice xR, unde a,
B, yER, a=det(I,)=1, y=det(B). Extinzand pe g la C, pentru x =i, avem:

(1) 0=det(B+il,) = -1+Bi+det(B), deci p =0 si det(B) = 1.

Fie :R—R, f(x) = det(A+xB), pentru orice xER. Atunci f(x)=ax’+bx+c, pentru

orice X€R, unde ¢ = f(0) = det(A) si a = lim / (Z) = lim det(A + BJ =det(B).
X—0 X

X X—>00

Relatia din ipoteza se scrie sub forma i f((-1*CcFy=0. Tinand seama de forma
k=0

functiei f, se obtine egalitatea: det(B) i (CH? +b i (=D Ck + (n+1)det(4) =0 =
k=0 k=0

() det(B)CZ, + (n+1)det(4)=0.

Din (1) si (2) deducem ci det(4) = —CA’I .
n+

10.44. (i) =(ii). Dacip=1 A =0, a= 0, bER, deci (i) = (ii).
Fie peN’, p=>2, astfel incit AP=0, = det(AP) = (det(A))" = 0, deci det(A) = 0.

Luim A= (x f J =A% (x+t)A+det(A)], = O, = A’ = (x+)A si prin inductie,
z

A=0,
AP = (x+t)"' A, pentru orice pEN”, deci (i) & {sau
x+t=0

DacaA=0,=a=0 sibeR = (ii).
T Jsi det(A) = 0 =>x*+yz = 0.
z

—X

Dacaxtt=0=>t=x=> A=(

Luim x = a-cosb si y = a(1+sinb), z = a(-1+sinb), cu a, bER si astfel rezulta (ii).
(ii) =(@). Dacia=0,bER = A =0, = existi p = 1 astfel incat A’=A"'=0, .
Dacd a+0, bR = A= 0, >existap=2€N", p>1 astfel incit A’= 0, .

10.45. Vom demonstra pentru inceput urmétoarea:

Lema. Daca doua matrici patratice X, Y verifica relatia XY = I,, atunci ele sunt
nesingulare, X'=YsiYX=1I,

Demonstratia lemei se bazeaza pe faptul cd XY =1, implica det(X) # 0. Rezulta ca
matricea X este inversabild. Inmultind la stinga relatia XY = I, cu X' obtinem Y = X' deci
siYX =1,

Lema se aplica astfel:

(1) = (i1). Din relatia ABC = AB+BC deducem

(I,-A)B(1,-C) =(B-AB)(1,-C) = B-BC-AB+ABC =B,
deci (I,-A)B(I,-C)B™" = 1,,.
Conform lemei, avem si (I,-C)B™(I,-A)B=I,, adici (B"-CB™")(I,-A) =B™.

Prin urmare, B'-B'A-CB'+CB'A =B, deci CB'A = CB'+B™A.

(i1) = (i). Se demonstreaza analog.
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b
10.46. ,,=”. Presupunem ci ecuatia X'-X' =A admite solutia X= (a d] eM,(R).
C
d -b _p? —
Atunci X' = — , X =19 ¢ sideci A=XTX'= 1 fad=b" (c-b)d ,
det(X)\—c¢ a b d det(X)\(b—c)a ad - c?

unde evident impunem conditia det(X)+#0 < ad+bc.

Deoarece AEM,(R) si orice matrice AEM,(R) verificd ecuatia caracteristica
1

A’-tr(A) A+det(A)1,=0,, deducem ci det(A) = det(X")-det(X") = Goi) det(X)=1 si
(]
2ad - b* - ¢* < 2 _ _ . ..
tr(A):T: p . Dacd p=2 < (b-c)=0 < b=c < A=I,, obtinem o contradictie.
aad —obc

Deci existda pER \ {2} astfel incat A*-pA+l,= 0, , unde p a fost definit mai sus.

,»<". Daci existd p€R\ {2) astfel incéat Az—pA+Iz = O, si A#Al,, folosim faptul ca
A verifici ecuatia caracteristici A’-tr(A)-A+det(A)1,=0,, si prin scidere deducem ci
(tr(A)-p)A = (det(A)-1)I,, de unde p = tr(A) si det(A) = 1.
u v
Prin urmare A se scrie sub forma A=[—l+pu—u2 » J, cuu, veR, v=0 si

v

2 2 B _ 2
deducem ca sistemul ad =b =u, ad = c =p-u, M:v, (b=c)a _pu-u” -1 are
ad —bc ad —bc ad —bc ad —bc v
2 — — p—
solutie doar dacad p#2, si anume a:uiémﬂd, p=" ld, szd , unde deR”
v v v
d u’ —pu+l |
si deci matricea X=— v u—1| satisface ecuatia X'-X'=A.
u—p+1 v

10.47. Fie A= (m n], A*=( 7 - nJ , d =mg-np, m, n, p, g€R. Prin calcul direct
P q -p m
m+qd n(l1-d)

pi-d) gmd = d[(d-1)*+(m+q)], iar conditia din enunt devine

avem: det(A+dA") =
d=1 si m+q=0.

Atunci det(A-dA”") = det(A-A") = = -(m+q)*+4(mq-np)=4d = 4.
m

m—q 2n
10.48. ([49]) Matricea A verifica ecuatia sa caracteristica, deci A’-(a+d)A+(ad-
-bc)-1,=0,. Presupunem ci existd n>1 astfel incat A" = I,. Rezultd ca (det(A))" =1, deci

det(A)€{-1, 1}. Considerim polinoamele f=X*-uX+v, g=X"-1, unde u=a+d >2, iar v€{-1,
1}. Ecuatia f(x)=0 are radacinile x;, X, reale deoarece A=u’-4v>0. Radicinile x;, x, nu pot fi
radécini ale ecuatiei g(x)=0, deoarece dacd x!' —1=0 rezultd [x,|=1 si cum x{ —ux, +v=0,

<|x;[+[v|=2, contradictie. Rezulti ci polinoamele f si g sunt

am avea [u[=jux,|= ‘xlz +V

prime intre ele, deci existd polinoamele cu coeficienti reali P si Q astfel incat P-f+Q-g=1.
Aceasta egalitate fiind o identitate polinomiald, se pastreaza cand inlocuim pe X prin
matricea A, deci P(A)f(A)+Q(A)g(A)=l,. Deoarece f(A)=g(A)=0,, aceastd egalitate
matriceald devine O,=I,, contradictie.

10.49. Fie :R— R, f(x)=det(A*+B*+C*+BCx).

Avem ci f(2)=det[A*HB+C)*] > 0 si f(-2) = det[A>+(B-C)*] > 0.
Sa presupunem de exemplu ca det(BC) = det(B)det(C) < 0.
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Graficul lui f este o parabola, deci det(A*+B*+C?) = f(0) > 0.

10.50.  Fie Az(’“ f J EMy(R), A+0, astfel incat A+A'=al, =
z
0 . .
[x yJ +[x sz[a J > x=tsiz=-y > A=( * yJ. Din A#0, rezulta ca det(A) =
z t y t 0 a -y X
=x"+y’*#0, deci A este inversabila.
x y
Fie po| VEPY e 1

Y x 2, 2
\/x2+y2 x2+y2

2 2
Observam ca [ al J +[ 4 J =1, deci exista t€[0, 2m) astfel incat

\x? +y2 \lxz +y2

. . cost sint
=cost §1 =sint = B= .

—sint cost

st si—2

e e e . < - cosmt sinmt
Se verifica prin inductie dupd m=0, ca Bm=(

. si apoi pentru m=<0,
—smmt cosmt

deci pentru meZ. Atunci

A1n+(A1 mz( [x2 +y2) (B1n+(Bt)m) :( [x2 +y2) (200051}11 0 J _ bIz’

2cosmt

pentru b =2 (ﬂxz +y? ) - cos mt.

S _ 4k~

b
10.51. Daca A= (“" d" J din AjA=AA, rezulti Zi = =a, si cum

¢, dy o Co do—a
Ap+al, =by, ¢y, do-ap nu sunt toate nule, avem by=oyb,, cy=0yCo, d=0dotPx, a=0uaot+Py,
asadar, A= AgtPily, 1 <k<n.

(i). Daca 04=0, ke {1,...,n} atunci iA,f = (Zﬂ,f)'lz, deci det(iAkz)z(Z,Bkz)2 >0.
k=1 k=1

Daci a =Y a7 #0, atunci Y 4} :(Za,f)-Ag +2(Xa, By )4, +(Zﬂ,f)12 = P(4,),

P fiind un polinom de grad doi cu discriminantul:
A= (Zap ) -(Eai fepi)<0.
Rezultd P(z)=a(z—zy)(z-2zy), 20€C, de unde P(4y)=a(4y —zol,)( Ay —2z¢15) »
deci det P(4y) = a’|det(4y — zo1,)|* 0.
a P

(ii). Din conditia A,#aA,, pentru orice a€R, rezultd —iﬂ— adica A<O0, prin
o 1

urmare o€ C-R. Atuncidet P(4,)=0=>det(4, — z,/,) =0 sau det(4, —z,/,) =0, deci z, sau
z, este radicina ecuatiei cu coeficienti reali det(4, —zI,)=0, deci ambele numere sunt
radécini.

Din det(4, —z1,) =z —(ag +dy)z + (agdy —bycy) Si
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n
A} —(ag +dy) Ay + (agdy —bycy)l, = 0, rezultd P(Ag)=0, adicd Y 4} = 0,.
k=1

b « (d =b) . .
10.52. Pentru A=(a d] €EM,(C) avem adjuncta A=( ] si respectiv
C —C a

0 -1 0 1
transpusa A‘=(Z ;J €M, (C). Se observa cd matricea C=(1 0 ] cu C'1=[ . OJ verifica

proprietatea din enunt: A = C - A" C”', pentru orice AEM,(C). Dacid SEM,(C) satisface de
asemenea conditia din enunt, atunci: (C'S)A'= A'(C™'S), pentru orice AEM,(C) si reciproc.
Cum f: My(C)—M,(Q), f(A) = A", pentru orice AEM,(C), este bijectivi, se obtine ca C'S
comuta cu toate matricele din M,(C), deci se afla in centrul lui M,(C).

Rezulti ci existd aeC astfel incat C'S = al,, deci S = aC.

*

. - 0 -«
Ca urmare, matricele cautate sunt de forma: ( 0 J ,aeC.
(04

10.53. Fie P(X) = det(A + XI,)€Q[X]. P(X) si X"-2 nu sunt prime intre ele in
Q[X]. Intr-adevir, presupunand contrariul, existi polinoamele R, SEQ[X] astfel incét
PR+(X"-2)S =1, de unde R(@) P('\'/E ) =1. Dar, din ipoteza, P(VE) =0, contradictie.

Cum finsd X"-2 este ireductibil in Q[X] (conform criteriului lui Eisenstein),
deducem ca (X"-2) | P.

Deoarece grad P =n si P este monic, rezultd P = X"-2.

Deci det(A+XI,) = X"-2 si obtinem: det(A) = det(A+0-1,) = -2; det(A+L,)=
=det(A+1I,) = -1; det(A-L,) = det(A+(-1)-1,) = (-1)"-2.

Rezulta: det(A-1,) = det(A)+(det(A+1,))".

10.54. ([49]) Sa notam cu A(a,,a,,....a,) matricea din M determinatd de numerele

ay,d,,....a, . Notdm cu A, = I, si pentru orice i€{2, ..., n} A; matricea determinata de a; =

n
=0;j.1. Se observa cd A(ay,a,,...a,)=> a;4; . Facem conventia sa identificim pe n+i cu i,
i=1

pe —i cu n-i pentru 1<i<n si pe 0 cu n. Se observa usor prin calcul cd A;A; = AjA; = Ay,
pentru 1 <i, j<n.
Fie 4= iaiAi si B= ibiAi . Atunci:
i=1 j=1 =
AB = (Y a;4;) (Xb;A;)) =2 2(a;b;4;:4;)=2. 2 (a;b;A;4;)= (Xb;A;) (La;A;)=BA.
i=1 Jj=1 i=1 j=1 i=1 j=1 Jj=1 i=1

Reciproc, s presupunem cd matricea B comutd cu orice matrice A€M. Atunci
elementul a;; al matricei A, se poate scrie, tindnd cont de conventia facutd, sub forma:

0 pentru i+ j—1,
a.: =0. = .
VTR pentru i= -1
Fie B=(bjj) <ij<n» matricea care comuta cu orice matrice A€M. Deci BA,=A,B sau

n n . n .
Zbl—ké'j’-‘” = Y 04by = X by » de unde rezultd cd by, = by j pentru orice 1<i, j<n.
k=1 k=1 k=1

Facemperandpei=1,2,...,nsij=1, 2, ..., n si obtinem:
b“:bzzz...:b :bl,
by =byy =..=b, 1, =b,; =b,,
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de unde deducem ca B = A(b,,b,,....b,) EM.

10.55. Avem:

0,=A-0,= A(al,tbA+cB+dAB) = aA+bA*+cAB+dA’B =

= aA+bA2—cBA—dABA=(aIn+bA—cB—dAB)A, deci al,+tbA-cB-dAB = O,.
Rezultd al,+bA = O,,.

Daca b+#0, atunci a#0 si 4= —%In deci 4B+ BA= —%B =0
a=b=0. Cum cB+dAB = O, implica cl,+dA = O, rezultisic=d=0.

absurd, deci

no

10.56. (i). Consideram coloanele i;<...<iy&{l1, ..., n} ale matricei I,. Observam ca
singurul minor de ordin k nenul este format din liniile 1,<...<iy, deci pentru oricare k dintre
coloane, avem un singur minor nenul. Rezultd cd numarul minorilor nenuli de ordin k este

CF¥ si cd suma lor este 2"-1.
(i1). Fie ke{1, ..., n} fixat si coloanele i;<...<iy€{1, ..., n}. Daca toti minorii de
ordin k care contin aceste coloane ar fi nuli, atunci orice minor de ordin k+1 care contine

aceste coloane ar fi nul. Analog, orice minor de ordin k+2, care contine aceste coloane ar fi
nul, si 1n final, det(A)=0, fals. Deci existd un minor de ordin k cu elemente din aceste

. < . k . . . .
coloane care este nenul. Rezultd ca avem cel putin C, minori de ordin k nenuli (putem

alege C* sisteme de k coloane din n) si atunci numarul total este cel putin 2"-1.

10.57. Fie PeM,(C) o matrice inversabila astfel incat AP = PB. Atunci:
P = (ij)k,j = (ukj+inj)k,j = U+iV, unde U, VEMH([R)

Din relatia A(U+i1V) = (U+i1V)B, separand partea reala si partea imaginara, rezulta
ca AU=UBsi AV =VB.

Fie polinomul cu coeficienti reali f(x) = det(U+xV). Deoarece f(i) = det(P) # 0,
rezulta ca f este nenul si deci existd a €R cu proprietatea ca f(a) # 0.

Atunci det(U+aV) # 0, adicd U+aV este o matrice inversabild in My(R). Dar
A(U+aV) = AU+aAV = UB+aVB = (U+aV)B, deci A si B sunt asemenea si in M(R).

10.58. (i). Conform enuntului avem 4™ + B™ =2-1,.
Dacé m este impar din faptul cd AB = BA deducem ca
A"+ B" =(4+BfA" — A" 2B+ B"H).
Pentru m = rs obtinem imediat ca
A" 4 B" =(A+ B)a™ - 4" 2B+ B =21,
si prin urmare A+B este nesingulara.
(i1). Inversabilitatea matricei A+B+1, este echivalenta cu faptul ca singura solutie a
sistemului liniar omogen (A+B+1,)x = 0 este solutia banala x = 0 (din C").
Presupunédnd cd v este o solutie, avem (folosind faptul ca AB = BA si inductia
matematica)
B*v = (-1)*(I,+A)"v.
Astfel, v=B""*X = (I,+A)"""v.
Lema. Polinoamele P(X) = (X+1)"***-1 si O(X) = X"*’-1 sunt prime intre ele.
Demonstratie. Fie z, 0 radacind comuna. Atunci |zo|=1 §i |zo+1|=1.
Prin urmare, 0, 1 si zy+1 sunt varfurile unui triunghi echilateral.

Rezulta de aici ca arg(z,+1)€{-n/3, n/3}.
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. T .. T .. 7T
Deci ZO+1=cos§+zsm§ sau zo+1=cos§—zsm§ .

In ambele cazuri, z'*” #1, contradictie.
s <0 s 5

Conform lemei, existd doud polinoame R, SE([X] cu proprietatea ci
R [(X+1D) -1 +S [X*-1] = 1.

Atunci R(A)[(A+],)" %L, ]+S(A)A-I,] = I, in M,(C). Aplicand la cei doi
membri pe v, obtinem in stanga 0 si in dreapta v. Deci v = 0.

10.59. ([25]) (i). Cum det(U) = det(V) = 1, deducem ca U, VESL,(Z).

1 -1 1 0 1 k
Prin calcul direct se verifica egalitatile: U'1=[0 | J; V= ( | J ; Uk = (0 J;

1 0 . : :
VE = (k 1] , pentru orice kE€Z, precum si egalitatea:

-1 0
(%) (0 J=U'1V2U'1V2.

b
Fie acum M = (a d] €SLy(Z) cu ad-bc = 1.
C

Vom demonstra prin inductie matematica asupra lui |c| cda M poate fi scrisd sub
forma ceruta de enunt.

. . 1 b
Daca |c| =0, atunci ad=1 decia=d=1saua=d=-1, astfel ca M = =(0 J =",

. -1 b -1 0)(1 -b _ .
respectiv M= = =U'V?*U "'V U™ (tinem cont de (*)).
0 -1 0 -1)l0 1
Presupunem acum ci |c|#0 si fie g, rER astfel incat a=cq+r cu 0 <r<c.
r—c b—(qg+d
r b—qd

scrie: M, =T -...-T» cu T,€{U, V}, tE€Z, 1<i<m, de unde M=U""'V'M= UT'V"

m

Deoarece M=V U 'q'1M=( j , conform ipotezei de inductie putem

T T

(ii). Cum det(W) = -1 deducem cd WeEGL,(2).

Fie acum MEGL,(Z) cu det(M) = 1 sau —1. Daca det(M) = -1 cum si det(W) = -1
deducem ca det(WM) = (-1)(-1) = 1, deci WM ESL,(Z) si totul rezulta din (i).

Daci det(M) = 1, atunci MESL,(Z) si din nou se aplica (i).

1 -1 4
10.60. (AB)’=| 0 0 4|, deci rang((AB)?) =2 = rang(A(BA)B) < rang(BA) < 2,
0 0 4
deci rang(BA) = 2, adica BA este inversabila.
1 -1 8
Cum (AB)’=|0 0 8|, avem (AB)’-3(AB)*+2(AB)=0.
0 0 8

Inmultind la stinga cu B si la dreapta cu A se obtine
(BA)*-3(BA)*+2(BA)*=0.
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Cum BA este inversabila, rezulta (BA)>-3(BA)+2I, = 0. Notind cu t = tr(BA), d =
=det(BA), avem (BA)*-t(BA)+dL,=0. Daca d+2, atunci t#3 si ar rezulta BA=Cf—_32 1, de

unde (AB)’= ABAB = A- Cj—_; 1, B= Cf—_sz -AB, ceea ce se observa ca nu are loc.
Deci d=2
10.61.
a a, +rn a, +2n e ap+(n=Dn
a, a, +r, a, +2r, .. ay+(m-Dn,
Avem: D=
Ay AtV Ay +20,_ .. a,4+m-Dr,_
b, b, b, b,
a n 2rn .. (n=Dn 4 " " ¢
a, 7 2r, .. (n=Dn 42 2 "2 ¢!
= =(n-1)
a,_,  Foy 25, . (m=Dr, Cnl  Tat b:n—_lbl b:n—_lbl
b, by,—-b, by-b .. b,—b by by —b
2 n—1
a, r
a, 7 o .. 0
=(n-D! ... e
a 7, 0 .. 0

n-1 n-1

b by-b ¢ .. c
dezvoltand pe D dupa ultima coloana.

10.62. Presupunem prin absurd ci A’+pA+ql,=0, Atunci din identitatea

2 2_4 5 2_4
A2+pA+qIn=(A+]2)]nj _%],’, rezulta ca (A+}271nj :¥1n'

4

Membrul stang al egalitatii este pozitiv iar membrul drept al egalitatii este strict negativ
deoarece p>-4q < 0 si n este un numar natural impar, deci am obtinut o contradictie.

Rezulta deci ca A>+pA+ql,#0,.

2 2 _ n
Aplicand determinantul in ambii membri obtinem det[A+§]nj :(])461] .

10.63. Se obtine A = B-I, si conditia A" = aA se poate scrie astfel:
(B-1,)" = a(B-1,) sau B" —C,B" ' + ..+ (-1)"1,=aB—al,,
sau B" -C)B" '+ .+ (-)"'B-aB=-al, - (-1)"I,,.
De aici putem scrie
BB —C!B" 4+ .+ (-1)""1, —al,)=1,(-1)"" =), de unde

(1) BB™ = C'B" 4.+ (1)1, ~al,) — =1

(_l)n+1 —a n:

Am tinut cont cd a*=1 si B"I, = I,B". Din relatia (1) rezultd cd matricea B are
inversa la dreapta si datoritd faptului cd B comuta cu orice putere a sa, rezulta ca aceasta

inversa la dreapta este inversa si la stinga. Deci matricea B este inversabila.

10.64. Notdm z, =cosx, +isinx;, kE{l, ..., n}.
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- - - Zp .
Sa observam ca a,, = ey si
P

Z)Zy..Z, =COS(X; + X5 + ..+ X, ) +isin(x; +x, +...+Xx,)=1.

24 1
— T . 1 1 1
Zl 22 Zn 1 1 1
ZZ 22 z - - - 1 1 1
. — —_— —— z z z
Atuncidet(4) = 212 222 22| = 2 n :Vn(,,...,} unde V, este
n
1 1 1 Z1 Zp zZ,
Zn Zn Znlofont _nd Zn—l‘
1 2
z{ z) z, !

determinantul Vandermonde de ordinul n (s-au dat factori comuni z;, z,, ...,z, pe linii si

L LL pe coloane). Avem asadar:

22, 2,
1 1 H (Zk_zp) 1
I<k<p<
det()= [T |—-—|=22" [ (5-2,)
I<k<psn\ Zp,  Zg (z125...2,,) i" 1gk<pzn

1<k<p<n Zp Zg I<k<p<n 1<k<ps<n

si det(4)= ] [1—1} [T (z,-z0)= II D(z-2z,)

n(n-1)
=1 % [T (Gr=z,).

1<k<p<n
n(n-1)
Atunci det(A)ER < det(4) =det(4) < (-1) 2o,

Este necesar pentru aceasta ca n-1 sa fie par = n impar.

7 : : @27 2+l 9k K 2k
In plus, este si suficient: n = 2k+1 = (-1) 2% = [-DFT (=D = (=D =1,
ceea ce incheie solutia.

10.65. Presupunem ca det(A+B)>0 si vom demonstra ca det(A"+B")>0, oricare ar
fineN’ (cealaltd implicatie fiind evident3).
Consideram douad cazuri dupa cum n este par sau n este impar.
a) n par, adicd n = 2p, peN. Avem:
A+B? = (AP)*+(BP)* = (AP +iBP)(AP -iB") = (AP +iBP) (4” +iB")
si trecand la determinanti, rezulta:
det(A*+B™) = det(AP +iB") det(A4? +iB”) = | det(AP+iB")[*>0.

b) n impar, adicd n = 2p+1, pEN. Sa notdm cu x, = -1, X, Xs, ..., X, radacinile
complexe ale ecuatiei binome (1) x*"'+1 = 0.
Tinand seama de faptul ca matricele A si B comuta, precum si de relatiile lui Viéte
pentru ecuatia (1), putem scrie:
2p 2p
[[(A-x,B)=A"" =] ¥x; |[AB+| ¥ x;x, |[AP7'B* — .+ B>
j=0 j=0 0<j<k<2p
— A2p+l+B2p+l )
Deoarece x, = -1 iar raddcinile x;, X,, ..., Xp, sunt doud cate doud conjugate, putem
scrie identitatea obtinutd sub forma:

2 _
2) 4+ B)ﬁ(A —x;B)(A-x;B)=A4>"" +B?"
j=1

Deoarece A si B au elemente reale, avem pentru fiecare je {1, 2,... p}:
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det(A ~x,;B)(4~x,B) = det(4 —x,B)-det(4— x,B) =
= det(4—x;B)-det(d—x,;B)=
= det(A4 ~x,B) - det(A — x,B) = |det(4 ~ x,B) 20,

unde am notat cu X €M,(C) matricea obtinuti din XEM,(C) inlocuind elementele acesteia

cu conjugatele lor. Deoarece si det(A+B)>0, trecand 1n (2) la determinanti, rezulta

2p _
det(4 + B)[[ det((4 - x ;B)(4 - x,;B)) =det(4***" + B*"*1)>0.
Jj=1

10.66. Daca n = 2, atunci se verificd ugor ca pentru orice matrice A€M, (C) avem
(A" = A. Pentru n>3 deosebim cazurile:

i) rang(A) = n. Notam d=det(A). In acest caz A= dA'= det(A") = d" - det(A™)=
=d"'=> (A" =d""(A) '=d""d"A=d"*Asiatunci (A") = A & d"*A=A & d"?=]
< d este radacind de ordinul n-2 a unitatii;

ii) rang(A) = n-1. In acest caz presupunand A=+0 rezulti ca existd i, j€{1, 2, ..., n}
astfel Incét a;;#0 (de fapt, existd n-1 asemenea elemente) si fixdm unul dintre eile. Inlocuim
elementul a;; fixat anterior cu a;; +t si astfel rezultd o noud matrice notatd A(t). In acest mod
obginemAcé detA(t) este o functie polinomiala de gradul intai in t si detA(0) = 0.

Intr-adevar, dezvoltand detA(t) dupa linia i, avem:

detA@)=ayly +...+(a; +OI; +...+ a;, [, =det 4(0) + Ly =T,

Procedand ca in cazul i), avem A'(t) = detA(t)(A(t))", pentru t=0 si (A'(t))" =
=(detA(t))"? A(t). Elementele lui A*(t) sunt functii continue in t de grad cel mult unu, deci
elementele lui (A"(t))" sunt polinoame de grad cel mult n-1 in t. Atunci cand t—0 rezulta ca
elementele lui (A”(t))" tind catre elementele lui (A"(0))", acestea fiind nule.

Deci (A)'=0 =A=0. Contradictie, si prin urmare in acest caz A = 0.

iii) rang(A) <n-1. In acest caz A"=0 =(A") =0 si deci (A")'=A <A =0.

10.67. Daci A, BEM,(C) sunt simetrice (adici A = A'si B = B) atunci:

i) Dacd AB este simetricd avem ci (AB)' = AB = B'A'= AB =BA = AB.
ii) Daci AB = BA, atunci (AB)' = B'A'= BA = AB.

10.68. Prin calcul direct.

10.69. Considerand egalitatile:
QPptax;+..+ anxln =0
=0
ca un sistem omogen in ay, ay, ... , a,, cum determinantul sau este diferit de zero (fiind un

determinant de tip Vandermonde in Xy, X,, ... , X,11) deducem ca acest sistem admite numai
solutia banala, adica

QptaXt...tax

n
n+l

dp=a; =...=a, = 0.

1 1 ~
10.70. Obtinem ¢i | P(x)*dx = [ P(x)- P(x)dx =

0 0

1 . n |
=[(ag +a;x+...+a,x")P(x)dx = ZakkaP(x)dx =0,
0 k=00
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de unde P(x)=0 pentru orice xER, adici a, = a; =...= a, = 0 (conform exercitiului 10.69.).

[
Pe de alta parte egalititile [x*P(x)dx=0,0 <k <n, devin:
0

a +la +la + +La =0
R R R R
la +—-a +la +..+ ! a,=0
270737 g n+2 "
1 1 1 1

aO + al + az +...+ an =
n+1 n+2 n+3 2n+1

care pot fi interpretate ca un sistem omogen in ay, a, ... , a, ce admite numai solutia banala,
de unde concluzia ca determinantul din enunt este nenul.

10.71. Scriem sistemul sub forma:

(a—%)x+by+cz=0

cx+(a—%)y+bz=0.

bx+cy+(a—%)z:0
Prin calcul, deducem imediat ca:

a—— b c

. . 1 o D . . . .
si cum a, b, c€Z, iar 5 &7, deducem ca D # 0, adica sistemul considerat admite numai

solutia banalax =y =z=0.

10.72. Daca notim prin A matricea coeficientilor sistemului si o = a’+b*+c*+d
atunci din AA" = ol, deducem ci
[det(A)]* = (a’+b™+c*+d?),
de unde concluzia ca daca cel putin unul din cele patru numere este nenul, atunci det(A) # 0
sidecix=y=z=t=0.

10.73. Se stie ca

1 a .. a
1 ay, .. a!
2 2 |= Tl(a; —a;) (Vandermonde)
1<k<I<n
n—1
1 a, .. a,
si sa consideram sistemul de ecuatii In necunoscutele x;, X, ..., X!

(1) Sa'x,=-a',k=1,2,...n
il
Daca vom considera ecuatia de gradul n
2 x"+ f:xixi_1 =0
-1
cu coeficientii x;, Xy, ..., Xy, relatiile (1) ne aratd tocmai faptul ca ecuatia (2) are radacinile
ay, a, ..., a,. Scriind relatiile lui Viéte obtinem:
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Sajay..a; =(-1)'x,;4,1=1,2, .., 1,

deundex, ;,, =(-1)'Y ayay..q; ,adicd x;, =(-)"""'Yaay..a, ,, i=1,2,..,n.
< . ce g . . D, .
Pe de alta parte, cu ajutorul regulii lui Cramer putem scrie x; = El deci

Di=xD= (-)""Yaa,..a, D,
pentru oricei=1, ..., n.
Cum det(A;) = (-1)"" Djyy,j =1, .., n-1, deducem ca
det(A) = Y ayay..a,_;-D=(Xa\ay..a,_;)- [l(a;-a;),0<j<n.
I<k<i<n
10.74. Scazand egalitatile din ipoteza, rezulta usor egalitatile:
(4 —az)ﬂz +(by —by)A=cy —¢
{(al —a) + (b ~b)A=cs —c;
Aceasta inseamna ca sistemul liniar:
{(“1 —ay)x+ (b =by)y=c; —¢
(a1 —az)x+ (b —b3)y=c3—¢
admite solutia (x, y) = (A%, ).
Determinantii care apar in regula lui Cramer sunt:

1 a b
|4 —a; by =b,y| _ .
A= =1 a, byl;
aj—ay b —by 1 ae b
3 b3
I b ¢
€274 by —=by| _ .
A, = =l by, c¢yl;
c3—¢; b —by 1 b ¢
3 €3
1 a ¢
a, —a, c¢,—c
A, = R I | a, ¢, .
B O s I 1 a ¢
3 €G3
.o . 2 AX Ay
Conform regulii lui Cramer avem A =5 izf.

De aici deducem ca

2

A A L. . .

Ax = (AVJ , adica, Ai, =A, -A, care este tocmai egalitatea de
demonstrat.

10.75. ([49]) (i). Dacd A = (a)i<ijen atunci matricea AA' are pe diagonala

2

n
principala elemente de forma ¥ a; ,

J=1

a;; = 0, pentru orice i, j =1, ..., n, deci A = O,.

(ii). Conform cu (i) este suficient si aritim ci (BA-CA)(BA-CA)' = O,.

Dar (BA-CA)(BA-CA)' = (BA-CA)(AB-A'C") =

=BAAB'- CAA'B'- BAA'C'+ CAA'C'=0,.

(iii). Suficienta conditiei.

Daca AA'B = B, atunci X = A'B este solutie a sistemului, deci acesta este
compatibil.

Necesitatea conditiei.

unde i = 1, ..., n. Deoarece AA' = O, si a;ER, rezultd

Presupunem ca existd o solutie XM, ;(R) a sistemului. Atunci B = AX =
(AA'A)X =AA’(AX)=AA'B.

Sa aratam acum ca in cazul cand sistemul este compatibil, multimea solutiilor sale
este
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S={A'B+Y-A'AY: YEM, 1(R)}.
intr—adevér, pentru orice Y EM,, ;(R) avem:
A(A'B+Y-A’AY) = AA'B+AY-AA'AY = B+AY-AY =B,

deci orice matrice din S este solutie a sistemului.

Reciproc, sd demonstram ca orice solutie a sistemului apartine lui S.

Fie X, o solutie, deci AX, = B sau A(X,-A'B) = O,, ceea ce aratd cd X,-A'B este
solutie a sistemului omogen AX = O,. Deci dacd Y este o solutie oarecare a sistemului
omogen, avem Y = Y-A'AY (caci AY =0,).

Deci Xo-A'B = Y-A’AY, unde YEM,;(R). Rezultd ci X, = A'B+Y-A’AYES.

10.76. ([49]) (1). Deoarece A este singulard, sistemul omogen AX = O, admite o

X
solutie nebanald X = 2
Xn
N
Analog sistemul omogen A'Y=0, admite o solutie nebanald Y = y:2 .
Yn
X
FieB=XY'= |2 ‘(v »2 - y,)= (xiy;); Evident B#O,.
x

Pe de alti parte, AB = A(XY") = (AX)Y' = O, si BA = (XY")A = X(A'Y)'= O,.
(i1). Presupunem ca A este singulara. Fie B o matrice nenula cu AB=BA =0,.
Vom demonstra prin inductie ci (A+B)° = AP +BP, pentru orice pEN".
Pentru p = 1 se verifica. Dacd (A+B)" = A? +BP, atunci
(A+B)""! = (A+B)’(A+B) = AP"'+APB+BPA+BF"! =
_ Ap+l+Ap-1(AB)+Bp-1(BA)+Bp+1 _ Ap+1+Ap-1.On+Bp-1_On+Bp+1: Ap+1+Bp+1
si demonstratia prin inductie este Incheiata.
Presupunem acum cé existd B nenula astfel incat (A+B)” = AP + B’, pentru orice
peN".
Pentru p =2 se obtine relatia (1) AB+BA =O0O,.
Pentru p =3 avem
(2) A’ + B® = (A+B)’ = (A+B)*(A+B) = (A™+B*)(A+B) =
= A*+A’B+B’A +B’ = A’B+B’A =0,
Din relatiile (1) si (2) deducem ca
B’A =-A’B = A(-AB) = ABA.
Presupunem prin absurd cd A este nesingulard §i atunci din ultima relatie prin
inmultire la dreapta cu A, obtinem:
(3) B*=AB.
in continuare vom obtine A°B = A(AB) = -ABA si deci A’B*=-ABAB =-AB(-BA)
= AB’A, de unde prin simplificare la stinga cu A, deducem:
(4) AB>=B’A.
Din relatia (3) rezulta :
(5) AB> = A(AB) = A’B.
Pe de alta parte, folosind (3), deducem
(6) B*A = (AB)A = -A’B.
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Din relatiile (4), (5) si (6) rezulta A’B = -A’B, adici A’B = O,. Deoarece A este
presupusd nesingulara, din ultima relatie obtinem B = O,, contradictie cu ipoteza. Deci
matricea A este neaparat singulara.

10.77. Pentru o valoare proprie A& C vom nota prin X, spatiul vectorilor proprii.
(- M =1cu X, ={a(l,-1): aeC} iar

M=3cu X, ={al,1):aceC}.
(). M =7cu X, = {a(l, 1) : a€C} iar
M=-2cu X, ={a(4,-5): 0eC}.
(ii). Ay =aicu X, = {a(l,-1): aceC} iar
A =-aicu X, ={o(l,i):a€C}.
(iv). M=1lcu X, = {a(l, 1, 1): a€C} iar
M=ecu X, = {a(3+2¢, 243¢, 3+3¢ ) : a€C} si
h=¢ cu X, = {a(3+2¢°,2+3¢%, 3+3¢” ) : a€C},
3

1
cue=——+—i1.

2 2

(v). Polinomul caracteristic al lui A este

-4 0 2 -1

0 1-4 4 -2
PA(A) = det(A-AL) = O A-1*.
2 -1 -1 2-2

DeCi)\.l :)\.2:)\.3:)\.4: 1.
Dacd X = (X1, X2, X3, )(;;)EIR4 este vectorul propriu corespunzator valorii proprii 1

atunci sistemul omogen ce 1l verifica x este:
0

0 2xy —x4 =0
(AL) F=| | e 7™ .
0 2% —xy —x3 +x, =0

(=}

2 -1

-1 -1 1
Alegand pe x; si X4 necunoscute principale iar pe X;, X, necunoscute secundare,

facand pe x; = 1, x, = 0 iar apoi x; = 0, x, = 1 obtinem pentru x;, x4 sistemele Crameriene

2x; —x,4 =0 ; 2x; —x, =0
— X3 +x, =1

-1
=1#£0.
i

. . 0 . .
Matricea acestui sistem omogen este (2 J si are rangul 2, caci

cu x3 = -2, x4 = -4 si respectiv x; = 1, x4 = 2, astfel ca
—X3+x,=-2

x=a(l,0,-2,-4)+B(0, 1, 1, 2) cu a, BER astfel incat x # 0.

10.78. Fie Po(A) = | A-AL | =(A;-1)...(0-A) si £ = b(X-X,)...(X-X,) descompunerile
polinomului caracteristic al lui A sialui f in C.

Astfel, det(f(A)) = b TTTT(A - %) = f0u)....f0k).

i=1 j=1

10.79. (i). Daca A, ..., A, sunt valorile proprii ale lui A, din det(A-AlL,) = 0
deducem imediat ci det(A™ - < I) = 0 de unde concluzia ca valorile proprii ale lui A’ sunt

€1 €
PRI
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(ii). Vom demonstra ci valorile proprii ale lui A* sunt /If yeves /Ii .
Intr-adevar, daca det(A-AL,) = (A-1) ... (A-A), atunci det(A + AL) = (A, ++A) ...
(A, + 1) si astfel ca inmultind cele doud egalitti si substituind pe A* cu A obtinem
det(A*- AL) = (A7 -A) ... (A2-))
de unde concluzia.
(iii). Sa demonstrdm ci valorile proprii ale matricei A* (ke N") sunt A’l‘ yeees A’; .
Intr-adevir, in ecuatia
det(A-AL) = (M-A) ... (A
inlocuind pe A cu Ae, Ae’, ..., A" (‘unde € = cos2Z +sin2Z ), multiplicand aceste n
egalitati si inlocuind pe A" cu A obtinem ca:
det(A* -AL) = (AF-1) ... (A5-))
de unde concluzia.
(iv). Fie f = apXX + a, X+ L+ a X +a e([X]. Vom demonstra ca valorile
proprii a}e lui f(A) sunt f(A,), ..., f(An) ( A1,..., A, fiind valorile proprii ale Iui A).
Intr-adevar, procedand ca la solutia exercitiului 10.78. avem:
det(f(A) - ML) = (f(A) - A) ... (f(hy) - 1)
de unde concluzia.

10.80. Utilizind cele stabilite la subparagraful 10.2.3 si tinind cont si de exercitiul

1 1
10.77. (i) , deducem ca B = ( 1] , deci pentru k natural ,

Ak=B[l OJB'I

1

0o 3*

10.81. Fie 4= ﬁA[ - 4; $1 P(A) = det(A-AlL,). Sa presupunem prin absurd ca det(A) <
-1
0, deci P(0) < 0. Cum ilim P(A) =, rezulta cd ecuatia P(A) = 0 are cel putin o radacina A,
—-0
strict negativa. Atunci sistemul omogen (A-Aol,)X = O, are si solutii nenule.
X

Fie X = X:Z o astfel de solutie. Atunci AX = AX, deci X'AX = XXX, de unde

X n

S (4, X) - (4,X)= A X' X .
i=1

Dar pentru V=v,, vy, .., v,)€ M(R), V' .V = ivjz >0.
J=

{Xtunci (AX)'(AX) >0 pentrui€{l, ..., m} si X'X >0, deci A, > 0, contradictie.
In concluzie, det(A) > 0.

Dacd Ay, Ay, ..., Ay, sunt simetrice, atunci 4] = 4;(1 < i < m) si obtinem ca
det(4f +..+ 42)>0.

10.82. ,=>”. B = A =>det(2A) = 2det(A) = (2"-2)det(A) = 0 =det(A) = 0 (cici
n>2).

B = -X:I, = det(A-X:I)) = (-1)"X" + det(A) = det(A(A-X'1,)) = (-1)"X", deci
polinomul caracteristic al lui A este PA(X) = (-1)"X".
Conform teoremei Cayley-Hamilton, avem: P5(A) = O,, de unde A" = O,
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» <", Cum A" =0, si PA(A)=0,, cu P5(X) polinom de gradul n, obtinem P,(X)=X",
deci Po(-1) = (-1)" = det(-A-I,) = (-1)"det(A+]L,) = det(A+I,) = 1. (1)

Cazul 1. det(B) # 0. Atunci B este inversabild, cu inversa B' si B'A = AB” =
(B'A)" = B"A" = 0,. Dar det(A+B) = det(B(B'A+1,)) = det(B)-det(B" A+1,) = det(B)-1 =

=det(B) (am folosit (1) pentru A—B"A).
Deci, det(A+B) = det(B) = 0+det(B) = det(A)+det(B). (2)
Cazul 2. det(B) = 0. Fie f(X) = det(I1,X+B) si g(X) = det(1,X+A+B).

Evident, f, geC[X], grad(f) = grad(g) = n si f, g monice.

Cum A(AL+B) = (A[,+B)A, pentru orice A€C si cum f()) = det(Al,+B) # 0, pentru
o infinitate de valori A€ C, conform cazului 1, avem det(Al,+A+B) = det(A)+det(A[,+B) =
=det(Al,+B), pentru o infinitate de valori AEC, altfel spus f(X) = g(A) pentru o infinitate de

valori (distincte) A€ C (cel putin n), de unde f(X) = g(X).
In particular, obtinem: det(B) = f(0) = g(0) = det(A+B), deci
(3) det(A+B)=det(A) + det(B).
Din (2) si (3) problema este complet rezolvata.

10.83. ,,<”. Evident.

=57 2890x+13 =0 = x, =45% 199 cr@ =

det(2A%-90A+131,) = det(2(A-x;1,)(A-x,1,)) = 0.
Coeficientii ecuatiei det(A-xI,) = 0 sunt rationali, deci daca x; este radacina rezulta
ca §i x, este radacind si reciproc = a+d=45 si ad-bc = g = (conform teoremei Cayley-
1

Hamilton) = O, = A’-(a+d)A-+(ad-bc)l, = A2-45A+ ?3 L.

Dacd AEM,(R) afirmatia nu mai este adevarata; de exemplu, 4 :[

45+ 1999 o}
2

0 1

10.84. Ecuatia AX = aX este echivalentd cu (A-al,)X = O,. Deoarece matricea A
are elemente intregi, polinomul caracteristic P(A) = det(A-AL) = (-1)"A"+...+det(A) este un
polinom cu coeficienti intregi in nedeterminata A, cu coeficientul dominant £1.

Cum acQ si a€(0, 1) = a¢Z = P(a) + 0 > det(A-al,) += 0 = matricea A-al,
0

este inversabila = X =0, ;=

10.85. Fie A, BET'. Atunci (-I,)B =-B€&Tl si A+(-B) = A-BeT.
De asemenea KA €ET, pentru orice kE€Z si A"€T, pentru orice n€EN.

Conform teoremei Caley-Hamilton exista ay, ..., a,EZ astfel incat
Ao A"+ Ao Atagl, = O,
Daca det(A) = +£1, atunci o, = 1, deoarece o, = det(A).

Fie U€T.
(i). det(U) = +1 = U0, U""+.. 40, UL, =0, =
=>UU™ 40, U™+ Hap L) = £,
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deci U'=+ U""+ U™+ ... + a,], )ET.

(ii). det(U) = 0. Fie keN, k < n, k minim cu proprietatea ca
U+a, UM+ 43, U+al, = O,
Din det(U) = 0, rezulta a, = 0, deci U*+a,U""'+..+a,,,U = O,.

Luand V = U"'+a, U+, +a, |1, , rezultd UV = VU = O, si V # O, (altfel se

contrazice minimalitatea lui k). in cazul U = O,, ludam V # O, arbitrara.

10.86. Se stie ca tr(AB-BA) = 0, pentru orice A, BEM,(C). Daca A este o valoare
proprie a matricei AB-BA (adica ecuatia (AB-BA)X =AX are solutie nenuld XeM, ;(C)),

atunci dacid (AB - BA)’ =1, avem (AB - BA)’X = A’X = X, deci A€ {-1, +1}, asadar AB-
BA are valorile proprii 1. Cum 0 = tr(AB-BA) este suma celor n valori proprii rezultd ca
daca exista A, B ca In enunt atunci n este numar par.

0 1 1 0
Pentrun=2, A, = (O O] si B, = (1 lj satisfac (A,B; — B2A2)2 = I, iar pentru

A, 0 B, 0
n =2m (meN"), A= si B= sunt matrice care satisfac (AB -
0 4, 0 B,

-BA)’ =1,,, deci numerele n€N" ciutate sunt cele pare.

10.87. Fie Ai= {zeC: z% =1,i=1,..,n}.

Avem | Ai | = a4 = diia ‘ A,ﬂAJ | = d1J Daca A = UAz = { Zy, 23y ...y Zy }, atasém
i=1
0, daca z; ¢ 4;

fiecarei multimi A un vector V,;ER"N, V; = (vi1, Vs, ..., Vin), unde v, = g .
1, daca z; € 4;

Avem dj = | AiNA; | = (Vi)-(Vj)t, deci considerand matricea MeM, ({0, 1}),
M= (v )i-ta_,avemD = (d;) — =M-M"
k=1,N oM

inj=

Ardtdim cd, in general, det(M-M') > 0, pentru orice matrice M (nu neaparat
pitraticd). Consideram polinomul P(L) = det(M-M' +Al,) care nu are radicini pozitive (daci
ar existd A > 0 astfel incat det(M-M' +Al,) = 0 sistemul omogen (M-M' +AL,)X = O, ar avea
o solutie nebanala X, deci M-M"-X, = -AXy, XoEM, 1(R) = (Xo)"M-M" X, = -A+(Xo)"Xo <
<0 < [(Xo)"M]-[(Xo)*M]' <0 & W'W <0, care este falsi).

Deci P(A) > 0 pentru A > 0 si punand A = 0 obtinem det(D) = det(M-M") > 0.

10.88. Fie matricele I, A, A”, ..., A" . Sistemul omogen cu n’*+1 necunoscute si n’

.. 2 . . .. . . e
ecuatii: xol, + x;A + X, A2 + L+ xnzA” = 0 admite si solutii nebanale, deci existd un

polinom nenul feC[X] astfel incat f(A) = O,.
Fie f si g polinoamele de grad minim cu proprietatea ca f(A) = g(C) = O,. Atunci

f(0), g(0) # 0. Intr-adevir, daca f(0) = 0, atunci f(X) = Xf;(X) si deci Afi(A) = O,. Cum
det(A) # 0 = f;(A) = O,, ceea ce contrazice minimalitatea gradului lui f.

Fie he C[X], h = fg, h = Y a, X* . Cum h(A) = h(C) = O, = h(A)B = h(C)D =
k=0

( Et:akAk )B=( Etjak C*)D. Cum A*B=C'D, pentru orice ke N, obtinem ayB = a,D.
k=0 k=0
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Dar a, = h(0) = f(0)g(0) # 0, deci B=D.

10.89. Ecuatia caracteristica A —(a +d)~ﬂ +A,=0 (vezi paragraful 10.3.2.,

aplicatia 1) devine in acest caz A* —41+4 =0 curadacinile 1, =1, =2.

Astfel A" =p-2") C _;j—4«(n—l).2n2 .(1 OJ:

0 1
_[(n27 =4 (n-1)-2"7 —n-2"!
n-2"1 3n-2"" —4.(n-1)-2"2 )

10.90. Ecuatia atasati matricei A este A* -2a-A+a’ - 4% =0, cu riadicinile
M=a+p,lh=a-0.

Astfel A”:M-A—AA-M-IZ.
/11_&2 /11—/12
R SR ISE A
la+p) ~la-p)  (a+p) ~(a-p)
- 2B 2 ~
(@+p) —(a-p)  (a+p) —(a-p)'
2 28
(@+p)'(a=p)-(a=p)"(a+B) 0
] 2
0 (a+p) (@=p)-(a-p)(a+p)|
2
Cum o. @BV —(a=p) _(a+p)(a=p)-(a=p)'(a+p)_
23 28

~lavpy +a-pr]
(@+pB) +(@-p)" (a+p) —-(a-p)

ded A" = 2 2
eaueem (@+p) —(a-p) (a+p) +(@-p)
2 2

10.91. Pentrun =1 putem lua x, =1 si y; = 0.
Se constati prin calcul direct ci 4> = A+21,, 4> =34+21,.

Presupunand 4" =x, - A+ y, - I, deducem imediat ¢d 4" =x,,,-4+y,., -1;,cu
Xpi1 =X, + Vo> Vun =2x, , pentru orice n = 2.
Pentru sirul (x,),en avem relatia de recurentd x,,, =x, +2x,_;, pentru oricen > 1,
. - 1 1
de unde, tinand cont ca x, =x,=1, deducem x, = -3 (-1)" +=-2"; de asemenea,

1 2 no .. .
Yn=3 2"+ 3 (~1)", iar de aici reprezentarea din enunt.

10.92. Pentrun=1luam x; = 1 siy; = 0.
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1 21 1 x, v,
Cum 4%=|0 1 2|,deducemx,=2siy,=1.Presupundndcd 4" =|0 1 x, |,
0 0 1 0 0 1

1 Xpt1 Vunt
deducem 4™ =0 1 x| cux,., =x,+1s§iy,.,=x,+y,:dinx,, =x, +1
0 0 1

. . -1
deducem x, =n iardin y,,, =y, +n, deducem y, = n(n2 ) .

10.93. Se aratd usor cd dacd notam prin f(x) valoarea determinantului, atunci

f'(x)=0, pentru orice X€R, de unde va rezulta ca f nu depinde de x.

1111 0 1 2x 3x°
1 1 1 1 . 1 1 1 1
10.94. Avem: f(1)= =0 iar f'(x)= ,
AU | 2 3 4 J(x) 5 3 4
12 22 32 42 12 22 32 42
0 0 2 6x o 1 2 3
, 1 1 1 . 1 1 < <
f'(x)= . Deci f'(1)= =0, deoarece dacd adundm a doua
1 2 3 4 1 2 3 4
12 22 32 42 12 22 32 42
linie la prima linie, obtinem cea de a treia linie a determinantului, iar
0O 0 2 6 o o0 1 3
)= oo
T 2 03 4 Tt o2 3 4

12 22 32 42 12 22 32 42

Pentru a calcula f “’(1) scadem prima coloana din celelalte si obtinem

001 3
01 3 01 1
f”(l)21000(2)123(6)1210

: 112 3
3 8 15 3 85

1 3 8 15

deoarece coloana a doua este suma celorlalte coloane.
Cum f(1)=f'(1)=f"'(1)=0, rezulti ci f(x) este de forma f(x) = a(x-1)’ cu a€R.

10.95. Fie F : [a, b]—R o functie definita astfel:

1 1 1 1
x Xo X .. X,
F(x)=| .. e w. ... |,pentruorice xE€J[a, b].
x" xg x{' X
A .

S ) fOx) o f(x,)

Se constata usor ca

0 1 1 1
X X . X,

F™(x)=| .. v ww ... |,pentruorice XE[a, b].
n! xg xt . X,

P fxg) fx) e f(x,)
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Evident, F(xp) = F(x;) = ... F(x,) =0, deci aplicand Iui F de n ori teorema lui Rolle,
rezultd ci existd ¢ € (a, b), astfel incat F™ (c) = 0. Scriind F™ (c) = 0 si dezvoltand
determinantul dupa prima coloana se obtine

1 1 1
1 | T |
Xg X, X, o x .
0 1 e
nt ANGE "l=0,
xn_l xn_l xn_l
0 1 n n n n
Xo X .. X,

fx) fG) o f(x,)

iar de aici rezultd imediat relatia ceruta.

x+a X X
10.96. Fie f(x)=| =~ Y| xeRr.
X X x+an

Se observa imediat ca f ’/(x) = 0, pentru orice XER, deci exista A, BER astfel

incat f(x)=Ax+B, xeR.

a 0
. 0 a, .. .
Evident avem: B = f(0) = =a,a,..a, iar
0 0 .. a,
11 .1 a 0 .. 0
A= 1(0) 0 a .. O
= = ot =
' 0 0 .. a,
0 0 .. a 11 1

=a,a3..4, +a;as...a, +..+a,4,..4,_;.

X+ay, x+a, .. x+ap,
xX+a xX+a xX+a
. 21 22 e 2
10.97. Fie f(x)= .
xX+a, x+a, .. x+a,,

Se observa imediat ca f ’/(x) = 0, pentru orice XER, deci exista A, BER astfel

incat f(x)=Ax+B, xeR.

ay  ap ... a,
a a a
. 21 Gy e Gy,
Deducem B= f(0)= "l iar

Ap Ay A
1 r .. 1 ay Ay .. a4y,
a a e a a a . a

A= f(0)= 21 42 L1 P L2 o 2n|
a, A, .. 1 1 1
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